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1 Uvod

Razne prirodne i drustvene pojave odvijaju se na slucajan nacin. Evoluciju
slucajnih pojava kroz vrijeme modeliramo slu¢ajnim procesima. Jedan od najvaznijih,
ali i najjednostavnijih modela sluc¢ajne evolucije su Markovljevi lanci. S obzirom
na jednostavnu strukturu Markovljevih lanaca, mozemo dosta re¢i o njihovom
ponasanju kroz vrijeme, te ih primijeniti u raznim podrué¢jima. Jednostavnim
rjecnikom, Markovljevo svojstvo glasi: ”proslost i buduénost medusobno su ne-
zavisne u odnosu na poznatu sadasnjost”. Ukoliko razmislimo o ovoj tvrdnji,
dolazimo do zakljucka kako pomocu vjerojatnosti i ocekivanih vrijednosti mozemo
predvidjeti buduée ponasanje lanaca.

Zmnanost koja proucava pojavu bolesti i zaraze naziva se epidemiologija. Epidemi-
jom nazivamo iznenadno, kratkotrajno i naglo Sirenje bolesti. Na Sirenje zarazne
bolesti utjecu razni faktori poput uzro¢nika zaraze, nacina prenosenja, razdoblja
prije i tijekom zaraznosti individue, podloznosti i otpornosti na zaraznu bolest.
Medutim, osim ovih faktora, na Sirenje i tijek epidemije utjecu i drustveni, kultu-
ralni, ekonomski, demografski i geografski faktori. Mehanizam prijenosa zaraznih
bolesti, te Sirenje bolesti kroz lanac zaraza dobro je proucen i poznat za veéinu za-
raznih bolesti s kojima se znanost dosada susrela. Ipak, postoje situacije u kojima
je tesko razumjeti Sirenje zaraznih bolesti zbog velike slozenosti ljudske populacije.
U tom slucaju veoma su korisni matematicki modeli koji daju formalnu strukturu
epidemioloskim modelima i moguénost razumijevanja uzorka Sirenja zaraze, kao i
predvidanja daljnjeg tijeka Sirenja u populaciji.U danasnje vrijeme, Cesto se koriste
usporedbe epidemija dviju ili viSe zaraznih bolesti u istoj populaciji ili usporedbe
epidemije iste zarazne bolesti u razli¢itim populacijama.

U ovom radu detaljnije ¢emo se baviti SIS i SIR epidemioloskim modelima koji
se temelje na matematickom modelu Markovljevih lanaca u diskretnom vremenu.
Vazno je napomenuti da ¢e procesi kojima ¢emo modelirati ove epidemioloske mo-
dele biti stohasticki. Stohasticki modeli u obzir uzimaju slucajni karakter razlicitih
faktora koji utjecu na bioloske procese, npr. broj rodenih, broj umrlih, emigra-
cije, imigracije i ekoloske promjene. Kako bismo predvidjeli stohasticko ponasanje
bioloskog procesa, moramo poznavati konacnodimenzionalne distribucije procesa.
To najcesce nije moguée pa zato promatramo neke druge analiticke metode poput
racunanja prosjeka i varijance distribucije te numerickih simulacija uzoraka.

U sljede¢im poglavljima navesti ¢emo neke vazne definicije, teoreme i svojstva iz
opce teorije Markovljevih lanaca u diskretnom vremenu, te objasniti na koji nacin
se pomocu njih dolazi do SIS i SIR epidemioloskih modela.



2 Markovljevi lanci

U ovom poglavlju bavit ¢emo se Markovljevim lancima s kona¢nim skupom stanja
S u diskretnom vremenu (¢t € {0,1,2,...}). Obzirom da ¢emo u definicijama
koristiti vjerojatnost, iskazimo prvo njenu definiciju.

Definicija 2.1. Neka je () neprazan prostor elementarnih dogadaja i F o-algebra
skupova na njemu. Funkciju

P:F—[0,1]
zovemo vjerojatnost na (2 ako zadovoljava sljedece zahtjeve:
Al. P(A) >0,
A2. P(Q) =1,

A3. ako je dana prebrojiva familija medusobno disjunktnih skupova (A;,i € I) C
F, I CN,tj. AinA; =0 ¢im je i # j, tada vrijedi

P(UierAi) = Y P(A)).
iel
Definicija 2.2. Slucajni proces (X;,t € T) je familija slucajnih varijabli na
istom vjerojatnosnom prostoru (£, F,IP), pri ¢emu je ¢ element parametarskog
skupa ili skupa indeksa T' C R.

Definicija 2.3. Neka je S prebrojiv skup. Slucéajni proces X = (X, : n >
0) definiran na vjerojatnosnom prostoru (2, F,P) s vrijednostima u skupu S je
Markovljev lanac ako vrijedi

P(Xny =l Xo =9, X0 1 =tn_1,-. ., Xo =) = P(Xpnp1 = j| Xn =14) (1)

za svaki n > 01 za sve ig,...,1,_1,%,] € S za koje su obje uvjetne vjerojatnosti
dobro definirane.

U kontekstu epidemioloskih modela koje ¢emo razraditi u nastavku rada, za Mar-
kovljev lanac koristit ¢emo oznaku (X¢, ¢t € N). U nastavku rada na nekim mjes-
tima ¢emo koristiti kraticu ML za oznacavanje Markovljevog lanca. Svojstvo u
relaciji (1) nazivamo Markovljevo svojstvo. Ukoliko sadasnjost oznac¢imo s n,
onda trenutak n+1 oznacava neposrednu buduc¢nost, a vremenski trenutci 0, 1,
.., n-1 predstavljaju proslost. Markovljevo svojstvo govori sljedece: ponasanje
Markovljevog lanca uw neposrednoj buducénosti, uvjetno mna njegovo ponasSanje u
sadasnjosti 1 proslosti, jednako je ponasanju Markovljevog lanca u meposrednoj
buducénosti uvjetno samo na sadasnjost.
Pogledajmo jos jedan nacin iskazivanja Markovljevog svojstva:

P(Xnt1 = §, Xno1 = in_1,...,Xo = to| Xn = 1)
C P(Xpp1 = | Xn =6, X1 =1, -, Xo = i0)P(Xn = 4, X1 = b1, -, Xo = i)

- P(X, = i)

P(Xp =i, Xp_1 =in_1, .., Xo = ig)
P(X, = i)

= P(Xps1 = | X = )P(Xp_t = in_1,. .., Xo = io| Xn = i)

= P(Xnt1 = jlXn =1)
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Dakle, proslost i buduénost su nezavisne s obzirom na poznatu sadasnjost.

Definicija 2.4. Matrica P=(p;; : i,j € S) naziva se stohastickom matricom
ako je pj; > 0 zasvei,j €S, te

> pii=1¥i€S (2)

JjeSs

Definicija 2.5. Neka je A = (\; : ¢ € §) vjerojatnosna distribucija na S, te neka
je P=(pij : i,j € S) stohasticka matrica. Sluc¢ajni proces X=(X, : n > 0) de-
finiran na vjerojatnosnom prostoru (€2, F,P) s prostorom stanja S je homogen
Markovljev lanac s pocetnom distribucijom )\ i prijelaznom matricom
P ako vrijedi:

) P(Xg=1)=\,Vie€ S,

11) P(Xn+1 = _]|Xn = i,Xn_l = in—h o o b ,XO = Z()) — pij,Vn Z O,\V/’io, ot i ¢ ,in_l,i,j =
S.

Obzirom da se ne¢emo baviti nehomogenim Markovljevim lancima, homogene
Markovljeve lance ¢emo krace zvati samo Markovljevi lanci. Takoder, zbog jednos-
tavnosti Markovljev lanac iz definicije (2.5) mozemo zvati (A, P)-Markovljevim
lancem.

Markovljeve lance u diskretnom vremenu svrstavamo u klasu procesa za koje vje-
rojatnost prijelaza iz jednog stanja u drugo zadajemo funkcijom prijelaznih
vjerojatnosti definiranom pravilom p(i, s;j,t) = P(X; = j|Xs = i), za stanja
t,j € S1itrenutke s,t € Ny takve da je s < t.

Interpretacija funkcije prijelaznih vjerojatnosti je sljedeca: ako se u trenutku s
ML nalazio u stanju 4, p(i, s;t, j) je vjerojatnost da se u trenutku ¢ nade u stanju
7, tj. prijede u stanje j.

Prisjetimo se, svaki slucajan proces u potpunosti je odreden svojim
kona¢nodimenzionalnim distribucijama. Iz tog razloga, za ML ¢e vaznu ulogu
igrati distribucija slucajne varijable X, i funkcija 1-koraénih prijelaznih vje-
rojatnosti, za stanja i, j € S i n € Ny, definirana pravilom

pi,mn+1,j) = P(Xpt1 = j|Xn =1). (3)

Ukoliko (3) ne ovisi o vremenu, tj. ako za proizvoljne n,m € Ny, n # m, vrijedi
da je

p(i,nsn+ 1,5 = p(i,m;m+ 1, j), (4)

kazemo da se radi o (vremenski) homogenom Markovljevom lancu. U tom

sluéaju, funkcija 1-kora¢nih prijelaznih vjerojatnosti ovisi samo o stanju i € S
iz kojeg lanac polazi i stanju j € S u kojeg lanac dolazi, te uvodimo oznaku



Za homogen ML 1-koracne prijelazne vjerojatnosti p;;,7,j € S, mozemo zapisati
u formi matrice koju nazivamo matrica 1-kora¢nih prijelaznih vjerojatnosti
i oznacavamo ju s P. Matrica P je stohasticka matrica sa svojstvima iz definicije
2.4. Za S = N, matrica 1-kora¢nih prijelaznih vjerojatnosti ima sljedeéi oblik:

P11 P12 - DPin

P21 P22 ' DPon
P=1: : : :

P11 P12 - Pin

Za ML X s pocetnom distribucijom A i matricom 1-kora¢nih prijelaznih vjero-
jatnosti P kazemo da je (A, P)-ML, jer je prema teoremu 2.6 ML u potpunosti
odreden s A i P. Moze se pokazati da vrijedi i obrat.

Pokazimo sada rezultat (3) teoremom.

Teorem 2.6. Markovljev lanac X = (X, : n € Ny) na vjerojatnosnom prostoru
(Q, F,P) s vrijednostima u skupu S je potpuno odreden poznavanjem distribucije
sluc¢ajne varijable Xy i funkcije 1-koracnih prijelaznih vjerojatnosti (3).

Dokaz. Zbog jednostavnosti, uvest ¢emo sljedeéu oznaku: P(Xy = i) = \;, za
stanje ¢ € S. Sada distribuciju sluc¢ajne varijable X, mozemo zapisati kao vek-
tor vjerojatnosti A = (\;,¢ € S). Dakle, pretpostavljamo da znamo A, ali i da
za svaki n € Ny i proizvoljne 7,7 € S znamo 1-korac¢ne prijelazne vjerojatnosti
p(i,n;n+1,7) = P(X,41 = j| X, = i). Pokazat ¢emo da je to dovoljno da za svaki
proizvoljan n € N mozemo odrediti distribuciju sluc¢ajnog vektora (Xo, ..., X,).
Za proizvoljan n € N i proizvoljne i, ..., i, € S vrijedi:

P(Xg = g, X1 = i1, ..., X = in)

- ]P’(X — 0| Xo = G0, - -y Xno1 = in1)P(Xo = G0y - -, X1 = 1)
(zn i 4 — Lo, 25 P Xy = B+ - 5 Kpd = B 1)
= p(ln_1,n — 1;n,0)P( Xyt = in_1|Xo =g, - -, Xno = tn2)P(Xg =40, - - -, X = in_2)
(zn 1,m— 1, 0,)p(in_2,m — 2;n — 1,i,_1)P(Xo = ig, .. ., Xn—2 = in_2)

= P(ln—b n— 130, in)p(in_2,n — 2,0 — 1,45 1) - - p(d0, 0; 1, 41 ) As,

Obzirom da vjerojatnost oblika P(X, = ig, ..., X,, = i,) na ovakav na¢in mozemo
odrediti za proizvoljan n € N i proizvoljne i, ..., i, € S, dolazimo do zakljucka
da distribucija slucajne varijable X i funkcija 1-koracnih prijelaznih vjerojatnosti
(3) u potpunosti odreduju konaénodimenzionalne distribucije ML X. Q.E.D.

Matricu n-koracnih prijelaznih vjerojatnosti oznacavamo s P". Visekoracne pri-
jelazne vjerojatnosti homogenog (A, P)-ML X, tj. vjerojatnosti oblika P(X,, ., =
j| X = 1) za proizvoljne n € Ng, m € N, i, j € S su oblika:

P(Xn-i-m = J|Xn = Z) - P(Xm - ]|Xn = Z) =

= Z Z Pl = Ph, o = (" i pfjm),

11ES im—1€S



Primjer 1. Pretpostavimo da neka jedinka u populaciji tijekom epidemije moze
biti podlozna (S) ili zarazena (Z) nekom zaraznom bolesti. Pretpostavimo da za-
raznost jedinke moze trajati maksimalno sedam dana, tj. jedan tjedan. Vrijedi:

e ako je ovaj tjedan podlozna, iduci tjedan ce biti podlozna (S) ili zaraZena
(Z) s vjerojatnostima 0.7 i 0.8 redom,

e ako je ovaj tjedan zarazena, iduci tjedan ce biti podlozna (S) ili zaraZena
(Z) s vjerojatnostima 0.2 i 0.8 redom.

Zdravstveno stanje jedinke mozZemo modelirati slucajnom varijablom koja vrijed-
nostima iz skupa {S,Z} pridruzuje vrijednosti npr. {0,1} redom. Evolucija nje-
zinog zdravstvenog stanja kroz vrijeme, tj. u tjednima, modelirana je slucajnim
procesom (X,,n € Ng) gdje je X,, sluc¢ajna varijabla kojom je opisano zdravstveno
stanje jedinke n-tog tjedna.

Obrazlozit ¢emo zasto slucajni proces (X,,n € Ny) mozZemo smatrati Markovlje-
vim lancem. QOdredit ¢emo njegov skup stanja i matricu 1-koracnih prijelaznih
vjerojatnosts.

Skup stanja slucajnog procesa (X,,n € Ny) kojim modeliramo zdravstveno stanje
jedinke je skup S = {0,1}, pri éemu 0 oznacava da je jedinka podlozna zaraznoj
bolesti i 1 da je zaraZena tom bolesti.

Uoc¢imo: wvjetno na poznato zdravstveno stanje jedinke n-ti tjedan (sadasnjost),
distribucija slucajne varijable kojom modeliramo zdravstveno stanje jedinke u tjednu
(n+1) (buducénost), neovisna je o zdravstvenim stanjima u tjednima (n — 1), (n —
2),... (proslost). Dakle, zdravstveno stanje jedinke ima Markovljevo svojstvo pa
ga mozemo modelirati Markovljevim lancem (X,,n € Ny) s nekom pocetnom dis-
tribucijom \ © matricom 1-koracnih prijelaznih vjerojatnost:

0.7 0.3
PZ%QQJ

Kako bismo bolje razumjeli strukturu i evoluciju ML, vazno je znati koji su putevi
kroz prostor stanja moguci. Prirodno je zapitati se koja stanja lanac moze posjetiti
krenuvsi iz nekog zadanog stanja.

Definicija 2.7. Neka je X = (X, : n > 0) Markovljev lanac s prostorom stanja S
i prijelaznom matricom P. Za B C S definiramo prvo vrijeme pogadanja tog
skupa kao

Tg = min{n >0: X, € B}, (5)

uz konvenciju da je min() = +o0o. U slucaju da je B = {j}, za j € S, jednostavnije
pisemo T}.

Definicija 2.8. Za stanja i,j € S kazemo da je j dostizno iz 7, u oznaci i — j,
ako vrijedi

Pi(T; < o0) > 0.



Rijecima, stanje j je dostizno iz stanja ¢ ako lanac s pozitivhom vjerojatnoséu
posjeti j krenuvsi iz ¢. Vrijedi i ¢+ — 7. Sljedeci teorem navodimo bez dokaza.

Teorem 2.9 (Kriterij o dostiznosti). Sljedeéa svojstva su ekvivalentna:

1. 27,

2. pg-l) > 0, za nekin > 0,

3 Paibiis ™ *Piag > 0; 20 neka Slomja tas - <5 In—1-
Definicija 2.10. Stanja i, 7 € S komuniciraju, u oznaci ¢ +> j, ako vrijedi ¢ — j
Lg%

Definicija 2.11. Markovljev lanac X je ireducibilan ako se prostor stanja S
sastoji od samo jedne klase komuniciranja, tj. za sve i, j € S vrijedi i <> j.

Za podskup C C S kazemo da je zatvoren ako za svako stanje i € C' vrijedi
]P)i(TS\C = OO) = 1.

Rijec¢ima, skup C' je zatvoren ako lanac, startavsi iz ¢ € C', ne moze izaéi iz skupa
C. Medutim, u zatvoren skup se moze udi.

Definicija 2.12. Za stanje j € S kazemo da je apsorbirajuce ako je {j} zatvoren
skup.

Primjer 2. Promotrimo ML sa skupom stanja S = {1,2,3,4} i matricom 1-
koracnih prijelaznih vjerojatnosti

1/2 0 1/2 0
0 1/2 0 1/2
1/2 0 1/2 0
0 1/2 0 1/2

P —_—

Shematski prikaz stanja i 1-koracnih prijelaznih vjerojatnosti prikazan je sljede¢om

slikom:
| Ca 102
T———
-
| Cﬂ ZQZ



Vidimo da je skup stanja S dekomponiran na dvije klase komuniciranja
Ci = {la 3}702 = {274}

Dekompozicija skupa stanja na klase komuniciranja je zanimljiv problem ukoliko
matrica 1-koracnih prijelaznih vjerojatnosti sadrzi nul-elemente. Ako su svi ele-
menti matrice 1-koracnih prijelaznih vierojatnosti razlicitt od nule,onda sva stanja
medusobno komuniciraju.

Primjer 3. Promotrimo ML kojim modeliramo igru na srecu u kojoj se nakon
svake odigrane partije igracev imetak povecava za 1kn s vjerojatnoscu p ili smanjuj
za 1 kn s vjerojatnoscéu q, pri cemu je p+q = 1. Takoder, ova igra nema nikakuvih
bariyjera, tj. kumulativno igra¢ moze osvojiti ili izqubiti neogranic¢enu svotu novca.
Radi se o ML sa skupom stanja 7 @ 1-koracnim prijelaznim vjerojatnostima

P, J=1+1,
Pij =N 4, =1 — 17
0, inace.

Na sljedecoj slici prikazan je shematski prikaz podskupa {—3,—2,—1,0,1,2,3}
skupa stanja S i pripadnih 1-koracnih prijelaznih vierojatnosti:

Vidimo da za bilo koja dva stanja i,j € S postoji n € N takav da je p(-T-L)

i > 0 pa
stoga © — j. Dakle, zakljucujemo da je ovaj ML ireducibilan.

Primjer 4. Markovljev lanac (X,,,n € Ny) sa skupom stanja S = {0, 1,2, 3} zadan
je sljedecom matricom 1-koracnih prijelaznih vjerojatnosti:

1/2 1/2 0 0
1/2 1/2 0 0
1/4 1/4 1/4 1/4|
0 0 0 1

P=

Shematski prikaz skupa stanja @ 1-koracnih prijelaznih vjerojatnosti prikazan je
sljedecom slikom:

10



Vidimo da 0 <> 1, da stanje 2 nije dostizno niti iz jednog drugog stanja, te da je
stanje 3 apsorbirajuce. Dakle, skup stanja dekomponiran je na tri klase komuni-
ciranja:

C(0 = {O’ 1}701 — {2}702 — {S}a

pa ovaj ML nije ireducibilan. Uoc¢imo da je 3 apsorbirajuce stanje, a Cy zatvorena
klasa pa je za stanje i € Cy U Cy

P(TS\COUCQ = OO|X0 = Z) =1- P(TQ = OO|X0 = Z) =1- 0 = 1,

Sto mozemo interpretirati na sljedeci nacin: ako je ML startao iz stanja i € Cy U
Cy ={0,1, 3}, vjerojatnost da u konacnom vremenu posjeti stanje 2 je nula.

Nadalje, re¢i ¢emo nesto vise o vjerojatnostima da Markovljev lanac bude apsor-
biran u nekom stanju ili podskupu stanja, te o¢ekivanom vremenu apsorpcije.
Neka je B C S podskup skupa stanja, te Ty vrijeme pogadanja skupa B. Vjero-
jatnosti pogadanja (u konacnom vremenu) definiramo s

hP =P;(Ts < 00).

Ako je B zatvoren podskup od S, onda su h? apsorpcijske vjerojatnosti.
Ako je B zatvoren podskup od S, onda je oc¢ekivano vrijeme do apsorpcije Mar-
kovljevog lanca definirano s

g2 = E[Ts|X, = 1.

Iskazimo sada definiciju vremena zaustavljanja Markovljevog lanca i jako Markov-
ljevo svojstvo.
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Definicija 2.13. Slucajna varijabla T': Q — {0,1,2,...} U{oc} zove se vrijeme
zaustavljanja ako je za sve n > 0

{T <n} =0(Xo,...,Xn),
tj. dogadaj {T < n} ovisi samo o Xy, X1, ..., X,.

Teorem 2.14 (Jako Markovljevo svojstvo). Neka je (X,,n € Ny) Markovljev
lanac s pocetnom distribucijom \ 1 matricom prijelaznih vjerojatnosti P, te neka
je T wrijeme zaustavljanja za taj proces. Tada je, wvjetno na {Xr = i}, slucajni
proces (Xryn,n € Ng) Markovljev lanac s pocetnom distribucijom

. 1= 4
§=30
0,5 #
i matricom prijelaznih vjerojatnosti P. Osim toga, Markovljev lanac (X1yn,n €
Ny), uvjetno na {X; = i}, nezavisan je od slucajnih varijabli Xo, X1, ..., Xr.

U sljede¢em dijelu ovog poglavlja upoznat ¢emo se s terminima povratnog i pro-
laznog stanja. Stanja u povratna i prolazna klasificiramo s obzirom na to vraéa li
se Markovljev lanac beskonaé¢no mnogo puta u neko stanje ili ne.

Definicija 2.15. Neka je X = (X, : n > 0) Markovljev lanac sa skupom stanja S
i prijelaznom matricom P. Za stanje ¢ € S prvo vrijeme povratka Markovljevog
lanca definiramo s

Ti:TZ-(I) =min{n > 0: X, = i}.

Definicija 2.16. Stanje i € S je povratno ako vrijedi P;(7; < co) = 1. Stanje
i € S je prolazno ako vrijedi P;(7; < 00) < 1.

Uvedimo sada Pj-distribuciju vremena 7T;:

P =Py(Ti=n),n>1,i,j €S,

te f;f) = 0. Stavimo

B =Y 68 = BT =m) =BT < oo)
n=0 n=0

Tada, za j = i vrijedi f;; = P;(T; < 00) i to je vjerojatnost povratka u stanje i, dok
je za j # 1, fji vjerojatnost dolaska u stanje ¢ iz pocetnog stanja j. Zakljucujemo
kako je i € S povratno stanje ako i samo ako je fi; = 1.

Uvedimo sada funkcije izvodnice nizova ( fj@ :n>0)1 (pg-?) :n > 0):

FP =Y fPu<, (6)
n=0
Pii(s) = > _p}Ps",0 < 1. (7)
n=0
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Propozicija 2.1 (Dekomporzicija u prvom vremenu posjeta).
(a) Za i € S vrijeds

n k) (n—k
pz(i) :Zfi(i )pz('i )7
k=0

lezall <5<,

(b) Za j # i vrijedi

tezal <35 <],
Pji(s) = Fji(s)Pii(s).

Ovu propoziciju navodimo bez dokaza, ali ¢emo navesti bitan rezultat iz dokaza
koji ¢e nam posluziti za dokaz sljedece propozicije:

T ) 1 1
E bii° = S ’ (9)
1-Yofi? 1=t

gdje obje strane mogu biti beskonacne.

Propozicija 2.2. Stanjei € S je povratno ako i samo ako vrijedi y - pg?) = RO

Dokaz. Ako je stanje i € S povratno, tada je f; = 1, pa iz (9) slijedi da je
Pt p™ = 0. Sli¢no se pokaze i obrat. Q.E.D.

Prouc¢imo sada na koji nacin broj posjeta nekom stanju ovisi o tome je li ono
povratno ili prolazno.

Neka je N; broj posjeta stanju ¢ € S. Preciznije, N; = >~ 1ix, =i}

Ocekivani broj posjeta Markovljevog lanca stanju i, uz pocetno stanje j € S,
mozemo izracunati na sljedeci nacin:

EiN, = Ej() lix.=y) = > _ Eilixa—ip = > _Pi(Xn =14) = ZP§7) (10)
n=0 n=0 n=0

n=0

U slucaju da je 7 = ¢, stanje ¢ je povratno ako i samo ako je F;N; = 400, odnosno
ocekivani broj posjeta stanju ¢ je beskonacan. U suprotnom, stanje 7 je prolazno
ako i samo ako je E;N; < 4+00. Tada je N; < oo P-g.s.

Definirali smo prvo vrijeme povratka Markovljevog lanca u neko stanje 7. Defini-
rajmo sada n-to vrijeme posjeta stanju i:

; ST 2= 2
7 oo’ﬂ(n—l) =

T(n) B mm{k > T;(n_l) : Xp= i}, T;(n_l) < 00,
= > o0
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Zelimo izracunati IP’]-(Ti(n) < polyr > %

P; (T < 00) = P;(T{" ™ < 00, T < o)

IP) (]
P; (T < 00)P(T™ < 00| T < o0)
P; (T < 0o)Py(T < o). (11)

)

U zadnjoj jednakosti koristili smo jako Markovljevo svojstvo, te dolazimo do za-
kljucka: uvjetno na {X -}, (Xpm-1,,,,m = 0) je Markovljev lanac nezavisan

od Xo, ..., X m-1. Tada indukcijom iz (11) slijedi:

Pi(T™ < 00) = fufitn>1.

Za n = 1 tvrdnja vrijedi. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za n > 1. Tada je
zbog 11:

BT < 00) = BT < co)Py(T;" < 00) = fiufii ™ fur = fifi
Teorem 2.17. Sljedece tvrdnje su ekvivalentne:
e (i)i €S je povratno
o (i) Ty =00
o (ii3) E;N; = 00
o (iv) P;(N; =o00) =1.
Dokaz se moze pronaéi u [8].
Napomena 2.1. Iz gornjeg teorema slijedi da su sljedec¢e tvrdnje ekvivalentne:
e (i) i € S je prolazno
o (i) ZrZopy” < oo
o (iii) E;NV; < o0
o (iv) Py(N; <o00) =1

Propozicija 2.3. Neka je i € S povratno stanje, te neka i <> j. Tada je i j € S
povratno stanje.

Definicija 2.18. Stanje: € S je pozitivno povratno ako je EZ-(Tl-(l)) = E(Ti(l)|X0 =
i) < o0.

Iz gornje definicije slijedi P(Ti(l)
stanje je povratno.

< 00| Xg = i) = 1, tj. svako pozitivno povratno

Definicija 2.19. Stanje ¢ € S koje je povratno, ali nije pozitivno povratno, zove
se nul povratno stanje.
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Teorem 2.20. Neka je Markovljev lanac X ireducibilan i povratan. tada za sve
i € S vrijedi P(T; < 0co0) = 1.

Dokaz se moze pronaéi u [8].

U sljedecih nekoliko definicija i teorema reci ¢emo nesto o stacionarnoj distribuciji
Markovljevih lanaca koja ¢e biti usko povezana s njihovim grani¢nim distribuci-
jama.

Definicija 2.21. Slu¢ajni proces X = (X, : n > 0) definiran na vjerojatnosnom
prostoru (€, F,P) zove se stacionaran proces ako za sve k > 0isven > 0
slucajni vektori (Xo, X1, ..., Xg) 1 (Xn, X1, - .-, Xpok) imaju istu distribuciju (u
odnosu na vjerojatnost P).

Definicija 2.22. Neka je X = (X,, : n > 0) Markovljev lanac s prebrojivim sku-
pom stanja S i prijelaznom matricom P. Vjerojatnosna distribucija m = (m;,7 € S)
na S je stacionarna distribucija (ili invarijantna distribucija) Markovljevog
lanca X, odnosno prijelazne matrice P ako vrijedi

T =P, (12)
odnosno po komponentama
Wj:Zﬂ'kpkj,\V/jES. (13)
keS

Sljededi teorem navodimo bez dokaza.

Teorem 2.23. Neka je X = (X, : n > 0) (w, P)-Markovljev lanac gdje je m
stacionarna distribucija za P. Tada je X stacionaran proces. Preciznije, X je
stacionaran uz vjerojatnost P, = > . o mP;. Nadalje, za svaki m > 0, proces
(Xpnan : n > 0) je ponovno (m, P)-Markovljev lanac.

Propozicija 2.4. Neka je S konacan skup stanja, te pretpostavimo da za neki
i €S,

(n)

lim p;;

= Tj, VjesS.
n—oo
Tada je m = (m; : j € S) stacionarna distribucija.
Dokaz. Vrijedi
o oot w8 T (n) _
S =3 fm ot = i S =,
jes JjeSs JjeSs

pa je m vjerojatnosna distribucija. Zamjena limesa i sume je opravdana zbog toga
sto je S konacan. Nadalje,

< n : n+1 5 n
m=limp =l p™ lim > pilpk = > mip
kesS kesS

Dakle, 7 je stacionarna distribucija. Q.E.D.
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Primjer 5. Promotrimo ML X = (X,,n € Ny) sa skupom stanja S = {1,2} i
matricom 1-koracnih prijelaznih vjerojatnosti

0 1
e[t 1]
Ovaj ML je ireducibilan i povratan, a rjesavanjem sustava jednadzbi m = mP uz

m+me = 1 slijedi da je m = (1/2,1/2) njegova jedinstvena stacionarna distribucija.
Medutim, uvo¢avamo da je

P — I,n €Ny

P2n+1 :P,TLEN(),
gdje je I jedinicna matrica drugog reda. Dakle, limn%oopz(»?) ne postoji niti za
jedan drugi par stanja i,j € S pa ovaj lanac, iako ima jedinstvenu stacionarnu
distribuciju, nema granicnu distribuciju. O

Definicija 2.24. Neka je X Markovljev lanac s prijelaznom matricom P. Za
stanje ¢ € S, oznacimo s d(i) najveéi zajednicki djelitelj skupa {n > 1 : pl(inbo},
gdje je d(i) = 1 ako je taj skup prazan. Kazemo da je stanje ¢ aperiodi¢no ako
je d(7) = 1. U suprotnom je i periodi¢no stanje, a d(i) zove se period od i.

Propozicija 2.5. Stanje i € S je aperiodicno ako i samo ako postoji ng = ny(i)
(n)

takav da je p;” > 0, za sve n > nyg.

Propozicija 2.6. Za sva stanja i,j € Stakva da i < j, vrijedi d(i) = d(j).

Na samome kraju ovog poglavlja re¢i ¢emo nesto o ergodskom teoremu koji je
rezultat o granicnom ponasanju srednjih vrijednosti vezanih uz Markovljev lanac
u vremenu. Prvo ¢emo navesti jaki zakon velikih brojeva bez dokaza, a zatim
ergodski teorem.

Teorem 2.25. Neka je (Y, : n > 1) niz nezavisnih jednako distribuiranih sluc¢ajnih
varijabli na vjerojatnosnom prostoru (0, F,P), takvih da je E|Y;| < 0o, te stavimo
w=1E(Y1). Tada je

Y1 WL+ X,
P(lim ikl :,u)zl.

n—00 n

Teorem 2.26 (Ergodski teorem). Pretpostavimo da je Markovljev lanac X =
(X, : n > 0) ireducibilan i pozitivno povratan, te neka je m njegova jedinstvena
stacionarna distribucija. Pretpostavimo da je f nenegativna ili ogranicena realna
funkcija definirana na S. Tada vrijedi

P (nlggo LS px = me) -1 (14)
k=0 jes

Ergodski teorem kaze da je za gotovo sve putove grani¢no vremensko usrednjenje
jednako prostornom usrednjenju.
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3 SIS i SIR epidemioloski modeli

U ovom poglavlju pokazat ¢emo kako izgledaju jednostavni SIS (eng. Susceptible-
Infected-Susceptible) i SIR (eng. Susceptible-Infected-Recovered) epidemioloski
modeli bez broja rodenih i umrlih u populaciji, deterministicki SIS i SIR epidemi-
oloski modeli koji uzimaju u obzir broj rodenih i umrlih u promatranoj populaciji,
te stohasticke modele za SIS i SIR epidemioloske modele.

Postoje razne zarazne bolesti poput ospica, rubeole i vodenih kozica koje se mo-
deliraju svrstavanjem jedinki populacije u kategorije ovisno o njihovoj reakciji na
bolest: zdrav, zarazen i imun. Bolesti koje su uzrokovane bakterijama i virusima
ne mogu se modelirati na isti na¢in na razini populacije nego se modeliraju in-
direktno kroz broj zarazenih jedinki. Navedimo i objasnimo stanja (faze) bolesti
kako bismo lakse razumjeli modele koje ¢emo promatrati:

e S - podlozan zarazi (eng. susceptible); jedinke koje nisu zarazene, ali su
sposobne dobiti bolest i postati zarazne,

e [ - zarazen (eng. infected); jedinke koje su zarazene i zarazne, tj. mogu
prenijeti bolest drugim jedinkama

e R - oporavljen (eng. recovered); jedinke koje su bile zarazene boles¢u, te
su se oporavile i pritom stekle trajni ili privremeni imunitet na preboljenu
bolest

Modeli koji ukljucuju ova tri stanja nazivaju se SIR epidemioloSkim modelima:

S—1—R,
podlozan — zarazen — oporavljen; implicira oporavak uz steceni imunitet.

Postoje razne varijacije SIR epidemioloskog modela, ovisno o tome hoce li se je-
dinka nakon zaraze oporaviti i razviti imunitet ili ne. Ukoliko je jedinka podlozna
zarazi, zatim zarazena boleséu, ali nema oporavka od iste, onda govorimo o SI
epidemioloskom modelu:

S—1,
podlozan — zarazen; ne implicira oporavak.

Ukoliko je jedinka podlozna zarazi, zatim zarazena i na koncu ponovno podlozna
zarazi, odnosno nije razvila imunitet na spomenutu bolest, onda govorimo o SIS
epidemioloskom modelu:

S—1—S5,
podlozan — zarazen — podlozan; implicira oporavak, ali bez stecenog imuniteta.

Navedimo sada potrebne oznake za dane modele:
e S(t) - broj podloznih jedinki u populaciji u vremenskom trenutku ¢,
e [(t) - broj zarazenih jedinki u populaciji u vremenskom trenutku ,

e R(t) - broj oporavljenih jedinki u populaciji u vremenskom trenutku ¢,
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N - konstantna veli¢ina populacije

f - ocekivani broj kontakata u jedinici vremena koje je ostvarila zarazena
osoba,

e b - broj umrlih (jednak broju rodenih),
e 7 - stopa oporavka,
° % - prosjecni period zaraze.

Pogledajmo sada primjere za SI, SIS i SIR epidemioloske modele u kojima pret-
postavljamo da nema radanja i umiranja, kako bismo osigurali konstantnu veli¢inu
populacije.

3.1 SIS i SIR epidemioloski modeli bez radanja i umiranja

U ovom dijelu rada objasnit ¢emo jednostavne SI, SIS i SIR modele na primjerima.
Uzmimo u ovom slucaju da je b = 0.

Primjer 6 (SI epidemioloski model). Jednostavni SI epidemioloski model bez
podataka o broju rodenih 1 umrlih u populaciji je sljedeceg oblika:

s B

@ -~
al 8
— =S, (15)

gdje je S(0) > 0,1(0)>014S(0)+I(0)=N.
Dakle, S(t) + I(t) = N. Ako zamijenimo S s N — I, diferencijalna jednadzba za
I glasi:

dl I

= —5[(1—N)

Ova jednadzba pokazuje logisticki rast u odnosu na prijenosni kapacitet (kapacitet
prijenosa bolesti) u populaciji. Moze se pokazati da I(t) — N, tj. broj zarazZenih
konvergira prema broju populacije, Sto znaci da u konacnici sve jedinke postaju
zarazene. Quakvi epidemioloski modeli primjenjivi su na visoko zarazne bolesti
poput gripe.

Primjer 7 (SIS epidemioloski model). Jednostavni SIS epidemioloski model bez
podataka o broju rodenih 1 umrlih u populaciji je sljedeceg oblika:
s B dl

— =87 I
di NS L dt

gdje je v stopa oporavka, S(0) > 0,1(0) >0 i S(0) + I(O) = N.
Kao i u prethodnom primjeru, ukoliko S zamijenimo s N — I, diferencijalna jed-
nadzba za I glasi:

S] 71, (16)

d[ B

= (B-7)I{1 Wl)aﬁ%%
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Ukoliko je 8 > =, zaraZena populacija priblizava se broju (ﬁ_g)N
pulacija priblizava se broju % U ovom slucaju, bolest ostaje endemska, tj. ka-
rakteristicna za odredeno podrucje.

Ukoliko je 8 < vy, zaraZena populacija pribliZava se nuli, tj. epidemija ne opstaje.
SIS epidemioloski modeli uglavnom se primjenjuju na spolno prenosive bolesti po-
put gonoreje 1 sifilisa, gdje se jedinke mogu izlijeciti od bolesti, ali odmah nakon
oporavka ponovno postaju podlozne istima.

, a podlozna po-

Prije navodenja posljednjeg primjera, uvest ¢emo jednu bitnu definiciju:

Definicija 3.1. Broj sekundarnih infekcija koje uzrokuje jedna zarazena jedinka
tijekom zaraznog perioda naziva se osnovni reprodukcijski broj u oznaci R.

Dakle, R iz prethodne definicije predstavlja omjer prosjecnog broja kontakata
u jedinici vremena koje je ostvarila zarazena jedinka i stope oporavka zarazenih
jedinki. Specijalno, u ovom modelu oznacavamo ga s Ry i racunamo kao Ry = g

Primjer 8 (SIR epidemioloski model). Jednostavni SIR epidemioloski model bez
podataka o rodenim v umrlim u populaciji je sljedeceg oblika:

is B

— =—-=51

dt NS’

ar B B B
%—NSI—VI—[(NS—V),

dR

i 17

gdje je S(0) > 0,1(0) > 0,> R(0) >0 :.5(0)+ 1(0)+ R(0) = N.
Dakle, S(t)+I(t)+ R(t) = N. Obzirom da se R(t) moZe izraziti preko S(t) i 1(t),
dovoljno je promatrati samo varijable S @ I. Primijetimo,

dl YN
- =l
as t 55

sto mozZemo integrirati kako bismo dobili sljedece:

I(t) = N — R(O) — S(t) + 2 1n 20

g 5(0)
Uoc¢imo da se S(t) smanjuje i I(t) postize maksimum kada vrijedi S(t) = % Uz
pretpostavku da je S(t) padajuéa funkcija od t, ako je S(0) > %, onda 1(t) postize

maksimum i dolazi do epidemije, a zatim opada prema nuli. S druge strane, ako
je S(0) < %, tada I(t) opada prema nuli i ne dolazi do epidemije. Broj zaraZenih
jedinki mora se pribliziti nuli, inace dolazimo do kontradikcije jer R(t) — oo.
Grani¢na vrijednost od S(t), definirana kao lim; ., S(t) = S(c0), mora zadovo-
lavati sljedeéu vmplicitnu jednadzbu:

YN 5(0)

S(o0) = N = R(O)"3-In 5
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Granicna vrijednosti ovisi o pocetnim uvjetima, ali je uvijek pozitivna, tj. S(co) >
0. Dinamika SIR epidemioloskog modela ovisi o omjeru

S(0
R = B—() 5 RQ.T*,
YN
dje je zx = 29§ oacava udio podloznih jedinki u populaciji, a Ry = 2 je
gaje j N 3 ] 5

osnovni reprodukcijski broj. Parametar R nekad se naziva v efektivnom stopom.

Napomenimo jos da je u osnovne modele moguée ukljuciti dodatna stanja kako
bi bili Sto realniji i primjenjiviji. Na primjer, latentno stanje je period nakon
izlaganja bolesti, ali prethodno zarazi I. Cesto se oznacava s E pa se takav model
naziva SEIR epidemioloskim modelom. Takoder, ¢esto se u djecje bolesti ukljucuje
stanje u kojem novorodencad prvenstveno ima imunitet na odredene bolesti koji
stvara pomocu antitijela dobivenih putem pupcane vrpce kao posljedicu majcine
prethodne izlozenosti bolesti. S vremenom se taj imunitet gubi, te dijete postaje
podlozno tim bolestima. Ovakvo stanje oznacava se s M. Ukoliko su sva navedena
stanja ukljucena u model, govorimo o MSEIR epidemioloskom modelu.

Ono §to je jos vazno spomenuti je masovno cijepljenje. Cijepljenje smanjuje ili
eliminira mogu¢nost direktne ili indirektne zaraze. Cijepljene jedinke su zasti¢ene
od direktne zaraze, a manji broj zarazenih jedinki smanjuje vjerojatnost da ¢e
necijepljena podlozna osoba do¢i u kontakt s boles¢u. Ovakav efekt naziva se
imunitet krda. Kako bi program cijepljenja bio u¢inkovit, udio imuniziranih, u
oznaci p, mora biti takav da ostatak populacije (1 —p)N bude manji od praga koji
je potreban kako bi se bolest nastavila siriti.

Na pocetku epidemije vrijedi S(0) ~ N. Dakle, ako je pN podloznih jedinki
cijepljeno, tada je S(0) ~ (1 — p)N i R = Ro(1 — p). Kako bi se epidemija
sprijecila, nuzno je da vrijedi Ro(1 — p) < 1. Procijenjena minimalna vrijednost
za p pronalazi se rjesavanjem jednadzbe p = R;’z—gl

Medutim, masovno cijepljenje moze imati negativne posljedice. Nakon provodenja
masovnog cijepljenja, prosjecna dob u kojoj jedinka prvi put dobije neku zaraznu
bolest se povecava ukoliko se radi o cjepivu koje ne stvara trajni imunitet na
zaraznu bolest. Prisjetimo se:

as _ _ B q; 1dS _ B

Vrijednost F' = % naziva se stopom dobivanja bolesti za populaciju zarazenih

I i stopu prijenosa bolesti % Recipro¢na vrijednost od F' je prosjecno vrijeme
prije dobivanja bolesti, tj. prosjecna dob zaraze. Ovu vrijednost mozemo smatrati
prosjecnom dobi u kojoj se osoba zarazi nekom boleséu. Oznacava se s A = %
Cijepljenje smanjuje broj zarazenih jedinki I, sto povecava prosjecnu dob zaraze
A. Treba napomenuti kako je cijepljenje preventivna mjera, te ukoliko za neku
zaraznu bolest ne postoji cjepivo ili lijek, moze se potegnuti za drugim strategijama
suzbijanja Sirenja zaraze kao $to je izolacija sumnjivih slucajeva. Ovakve strategije
koristile su se pri pojavi SARS-a 2003. godine, kao i pojavi bolesti Covid-19

2020.godine.
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3.2 Deterministicki SIS i SIR epidemioloski modeli
3.2.1 SIS epidemioloski model

U SIS epidemioloskom modelu, jedinke iz promatrane populacije, koje su podlozne
nekoj zaraznoj bolesti, nakon kontakta sa zarazenom jedinkom i same postaju
zarazene, te zarazne. Medutim, nakon zaraze i preboljene bolesti, ne stvaraju
imunitet na istu. Dakle, nakon faze zaraznosti, ponovno se vracaju u stanje
podloznosti bolesti. Uvest ¢emo neke jednostavne pretpostavke kako bismo objas-
nili ovaj model:

e nema vertikalnog prijenosa bolesti, tj. podrazumijeva se da su se sve jedinke
rodile podlozne

e nema smrti povezanih s bolesc¢u.

Jednostavnim dijagramom ¢emo prikazati dinamiku SIS modela.

&
s o
£y
v v

Slika 1: Dijagram dinamike deterministickog SIS modela

Pune strijelice u dijagramu oznacavaju zarazu i oporavak jedinki, a isprekidane
strijelice biljeze smrti i rodenja.

Diferencijalne jednadzbe koje opisuju dinamiku SIS modela baziranog na gore
navedenim pretpostavkama su sljedec¢eg oblika:

as B

a8
e NSI —(b+7)I, (18)

gdje su oznake odgovarajuce ranije spomenutima. Pocetni uvjeti zadovoljavaju
sljedece: S(0) > 0,1(0) > 01 S(0) + I(0) = N. Takoder pretpostavljamo da
je stopa umrlih jednaka stopi rodenih kako bi populacija bila konstantan broj.
Dinamika SIS modela odredena je ranije spomenutim osnovnim reprodukecijskim
brojem Ry. Za ovakav model, osnovni reprodukcijski broj definiran je na sljededi
nacin:



Dakle, to je broj sekundarnih infekcija nastalih prenosenjem zaraze s jedne zarazene
jedinke u potpuno podloznoj populaciji, a broj b_+1—'y je duljina zaraznog perioda
prilagodena za broj umrlih.

Sljededi teorem, koji navodimo bez dokaza, govori o asimptotskim svojstvima ovak-
vog SIS modela.

Teorem 3.2. Neka su S(t) i I(t) rjesenja modela (18). Tada vrijedi:

1. ako je Ry < 1, onda vrijedi limy_,o(S(t), 1(t)) = (N,0) (ravnoteza bez bo-
lesti),

2. ako je Ry > 1, onda vrijedi limy_, (S (%), I(t)) = (%, N(1- RLO)) (endemska
ravnoteza,).

Vise detalja o danom modelu moze se naéi u [6].
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3.2.2 SIR epidemioloski model

U SIR epidemioloskom modelu, jedinke iz promatrane populacije postaju zarazene
nekom bolesc¢u, ali nakon toga stvaraju imunitet na tu istu bolest.
Jednostavnim dijagramom prikazat ¢emo dinamiku SIR modela.

Slika 2: Dijagram dinamike deterministickog SIR modela

Kao i u prethodnom slucaju, pune strijelice oznacavaju zarazu, oporavak i imunost
jedinki, a isprekidane strijelice biljeze smrti i rodenja u populaciji.

Diferencijalne jednadzbe koje opisuju dinamiku SIR modela su sljedeceg oblika:

s 8
= = LS+ H(I +R)

i B

dR

gdje je f > 0,7 > 0,b > 01 totalna populacija zadovoljava N = S(t)+I(t) + R(t).
Pocetni uvjeti zadovoljavaju sljedeée: S(0) > 0,1(0) > 0,R(0) > 01 .5(0)+1(0)+
R(0) = N. Pretpostavljamo da je stopa umrlih jednaka stopi rodenih kako bi po-
pulacija bila konstantan broj. Takoder, kao i u prethodnom modelu, dinamika SIR
modela odredena je osnovnim reprodukcijskim brojem (3.2.1) i stopom rodenih b.
Sljedeci teorem, koji navodimo bez dokaza, govori o asimptotskim svojstvima ovak-
vog SIR modela.

Teorem 3.3. Neka su S(t),1(t) i R(t) rjesenja modela (19). Tada vrijedi:
1. ako je Ry < 1, onda je limy_,o I(t) = 0 (ravnoteza bez bolesti),
2. ako je Rg > 1, onda je

N bN 1. 4N 1

lim (S(1), 1(), R()) = ( (-5 -7

t—s00 fo’bJrv

)

(endemska ravnoteza),
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3. pretpostavimo da je b = 0. Ako je R()% > 1, onda postoji pocetni porast
u broju zarazZenih 1(t) (epidemija), ali ako je R()% < 1, onda se I(t)

monotono smanjuje prema nuli (ravnoteza bez bolesti).

Velicinu R()% zovemo efektivni reprodukcijski broj (efektivna stopa).
To je prosjecan broj sekundarnih infekcija nastalih prenosenjem zaraze s jedne
zarazene jedinke u periodu zaraznosti na pocetku epidemije. Obzirom da se udio
zarazenih mijenja tijekom epidemije, efektivni reprodukcijski broj se obiéno defi-
nira kao RO%. Ako govorimo o slucaju (3) iz 3.3, bolest postepeno is¢ezne iz
populacije, ali ako je efektivni reprodukcijski broj veéi od 1, dolazi do izbijanja

epidemije.
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3.3 SIS i SIR Markovljevi lanci

U ovom dijelu rada bavit ¢emo se stohastickim modelima za SIS i SIR epidemi-
oloske modele koji su temeljeni na Markovljevim lancima u diskretnom vremenu.
Neka S(t),Z(t) i R(t) predstavljaju diskretne slucajne varijable koje redom oznacavaju
broj podloznih, broj zarazenih i broj imunih jedinki u trenutku ¢. U epidemi-
oloskom modelu temeljenom na Markovljevim lancima u diskretnom vremenu,
vrijedi sljedece: t € {0, At,2A¢,...} 1 S(t),Z(t),R(t) € {0,1,2,...,N}.

Pojasnimo sada poblize posebno SIS, a zatim i SIR epidemioloski model.

3.3.1 Stohasticki SIS epidemioloski model

U SIS modelu postoji samo jedna nezavisna slu¢ajna varijabla Z(t) jer je S(t) =
N —Z(t), gdje je N konstantna veli¢ina populacije. Jednodimenzionalne distribu-
cije stohastickog procesa {X(t)}°, dane su s:

pi(t) = P(X(t) = 1),

gdjejei=0,1,2,..., Nit =0,At,2At,... 1 Zfiopi(t) =1, Vt. Neka je p(t) =
(po(t),pr(t),...,pn(t))" distribucija od X'(t). Stohasticki proces ima Markovljevo
svojstvo ako vrijedi:

P(X(t+ AL)|X(0), X(AL),. .., X (1) = P(X(t + At)|X(L).

Dakle, Markovljevo svojstvo znaci da proces u trenutku ¢t + At ovisi samo o pro-
cesu u prethodnom trenutku t.

Kako bismo mogli u potpunosti formulirati SIS model temeljen na ML u diskret-
nom vremenu (eng. DTMC- Discrete time Markov chain), potrebno je definirati
vezu izmedu stanja X'(t) 1 X(t + At). Veza izmedu ova dva stanja pociva na
temeljnim pretpostavkama SIS epidemioloskog modela i definirana je pomoéu ma-
trice prijelaznih vjerojatnosti. Vjerojatnost prijelaza iz stanja Z(t) = i u stanje
X(t+ At) = 7,1 — j, u vremenu At, definirana je kao

pilt) = P(X(t + At) = jl2(t) = i),

Ukoliko prijelazna vjerojatnost pj;i(t + At,t) ne ovisi o vremenu ¢, kazemo da je
proces homogen. Stohasticki proces za SIS epidemioloski model je homogen zbog
toga Sto je deterministicki model autonoman. Autonomnost deterministickog SIS
modela znaci da konstantnu veli¢inu populacije N mozemo zamijenitis S = N — 1
kako bismo dobili jednu diferencijsku jednadzbu, koju treba rijesiti, umjesto dvije.
Kako bismo smanjili broj prijelaza u vremenu At, dodajemo jo$ jednu pretpos-
tavku. Izabiremo vremenski korak At dovoljno mali takav da se broj zarazenih
u intervalu /At mijenja za najvise jedan. Ukoliko bismo prikazivali prijelaz medu
stanjima, to bi izgledalo ovako: ¢ — ¢4+ 1,7 — ¢ — 1 ili ¢ — 2. Dakle, moguéi
scenariji su sljededi: ili dolazi do nove zaraze, rodenja ili smrti, ili oporavka u vre-
menskom intervalu At. Dakako, postoji moguénost da se posljednja pretpostavka
korigira ukoliko se vremenski korak ne moze izabrati proizvoljno malim. U pos-
ljednjoj pretpostavci, potrebno je definirati prijelazne vjerojatnosti za sve moguce
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prijelaze koji se mogu dogoditi: @« — i 4+ 2, © — ¢ + 3 itd. U najjednostavnijem
slucaju, ako postoje samo tri moguénosti prijelaza, onda su prijelazne vjerojatnosti
definirane pomoéu stopa definiranih u deterministickom SIS modelu, pomnozenih
WA A

Prijelazne vjerojatnosti za model temeljen na Markovljevim lancima u diskretnom
vremenu su sljedeceg oblika:

BN Ay F—iep 1
(b+v)iAt, j=i—1
Pji At) = (N —i . ; :
#(B) 1— B9 4 (b4 y)i]At, j=3
0, j#i+ 14,0 — 1.
Vjerojatnost nove infekcije, 1 — 7 + 1, je WAt. Vjerojatnost smrti ili opo-
ravka, 1 — i—1, je (b+7)i/At, a vjerojatnost da nema promjene u stanju, i — i, je

1— [W +(b+7)i]At. Obzirom da rodenje podlozne jedinke mora biti popra¢eno

smréu, kako bi se velicina populacije odrzala konstantnom, ova vjerojatnost nije
potrebna u formulaciji deterministickog, ali ni stohastickog procesa.

Kako bismo pojednostavili notaciju, ali i povezali SIS epidemioloski proces s pro-
cesom radanja i umiranja, prijelazna vjerojatnost za novu zarazu oznacena je s
b(i)At, a prijelazna vjerojatnost smrti ili oporavka s d(i)/At. Tada funkcija prije-
laznih vjerojatnosti izgleda ovako:

bi) At jeigi,
d(i)At, = i— i,
pji(At) = Q . . J .
1 —[b(3) +d(@)]|AL, j =1,
0, GE 41,4, — 1.

Suma ove tri prijelazne vjerojatnosti jednaka je 1 zbog toga Sto ti prijelazi pred-
stavljaju sve moguée promjene u stanju ¢ tijekom intervala At. Kako bismo se
osigurali da ¢e nam prijelazne vjerojatnosti uvijek biti unutar intervala [0, 1], vre-
menski korak At mora biti dovoljno mali tako da vrijedi

mazicq,.. . ny{[0(7) + d(i)] At} < 1.

Primjenom Markovljevog svojstva i prethodnih prijelaznih vjerojatnosti, vjerojat-
nosti oblika p;(f + At) mogu se izraziti u terminima vjerojatnosti u trenutku t. U
trenutku ¢t + At, vrijedi:

pit + At) = pia (i — DAL + piga (8)d(i + 1AL +pi(1)(1 — [b(i) + d(3)]AL),
(20)

zai=1,2,...,N, gdje je b(i) = B;(N —i)/N i d(i) = (b+ 7)i.

Nadalje, definirat ¢emo matricu prijelaznih vjerojatnosti. Napomenimo kako ¢e
stanja u matrici biti poredana od 0 do N. Na primjer, element na poziciji (1,1)
¢e biti prijelazna vjerojatnost iz stanja 0 u stanje 0, tj. poo(At) = 1, a element
na poziciji (N + 1, N + 1) ée biti prijelazna vjerojatnost iz stanja N u stanje N,
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tj. pnN(At) =1 -+ v|NAt =1 — d(N)At. Oznaéimo matricu prijelaznih
vjerojatnosti s P(At). P(At) ¢e biti trodijagonalna matrica dimenzije (N + 1) x
(N + 1). Matrica je sljedeceg oblika:

1 0 0 0 0 0 0
d(1)At 1 — (b+d)(1)At b(1)At 0 0 0 0
0 d(2)Aat 1—(b+d)(2)At b2)At - 0 b 5
P(At) = | _ _ | '
0 0 0 0 AN 1At 1— b+ d)(N—1)At b(N — q)At
0 0 0 0 0 d(N)At 1d(N)At

gdje je (b+d)(i) = b(i) + d(i), zai = 1,2,..., N. Matrica P(At) je stohasticka
matrica pa je zbroj elemenata u redovima jednak 1.

Sada smo u potpunosti formulirali SIS epidemioloski proces temeljen na Markov-
ljevim lancima u diskretnom vremenu {X(t)};°,. Ukoliko je dan pocetni vektor
redak vjerojatnosti p(0), slijedi da je p(At) = p(0)P(At). Tada je izraz (20)
izrazen pomocu matricnog i vektorskog zapisa sljedeceg oblika:

p(t + At) = p(t) P(At) = p(0) P+ (At), (21)

gdje je t = n/At. Diferencijske jednadzbe za aritmeticku sredinu i momente viseg
reda ovog epidemioloskog procesa mogu se dobiti izravno iz diferencijske jednadzbe
(20). Na primjer, oc¢ekivana vrijednost za X (t) je E(X(t)) = zij\io ipi(t). Mnozedi
jednadzbu 20 s 7 i sumirajuéi po %, dobijemo sljedece:

> ipi(t+ At)

E(X(t+ At)) =

i=0
N N-1

= Z ipi—1(1)b(i — 1) At + Z ipi (t)d(i + 1) At
i=1 i=0
N N N

+ Z ipi(t Z ip; (t)b(3) At — Z ip;(t)d(i) At.
=0 =0 =0

Ako pojednostavimo i supstituiramo izraze [5;(n —i)/N 1 (b+ )i s b(i) 1 d(3),
dobijemo:

B(X(t+ M) = B(X(D) + Zpi_xt)ﬁ E- DI =G D)

—thq (b+v)(i+1)At

= EBE(X®) +[8— (b+)|ALE(X(t)) — %AtE(?ﬁ(t)))

gdje je E(X%(t)) = Zij\io i’p;(t). Dakle, diferencijska jednadzba za aritmeticku
sredinu ovisi o drugom momentu. S druge strane, diferencijske jednadzbe za drugi
moment i momente viseg reda ovise o momentima jos visih redova. Zbog toga
se ove jednadzbe ne mogu rijesiti ukoliko ne dodamo jos pretpostavki vezanih uz
momente viseg reda.
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Medutim, kako je F(X?(t)) > E*(X(t)), aritmeticka sredina zadovoljava sljedec¢u
nejednakost:

BRs 20 - BXO) < (5 4 y)me) - ZE220). @2
S obzirom da At — 0, vrijedi:
d_E(;‘;(t)) <[B—(b+MEXE) - %E%X(t))
= DIV - BB @) - 6+ DEXE). (@9

Desna strana jednadzbe (23) je jednaka kao diferencijska jednadzba za I(t) u (18)
ukoliko se u (18) I(t) i S(t) zamijene s F(Z(t)) i N — E(Z(t)), redom. Diferen-
cijska nejednakost implicira da je aritmeticka sredina slucajne varijable Z(¢) u
stohastickom SIS procesu manja od rjesenja za I(t) deterministickih diferencijskih
jednadzbi u (18).

Odredena svojstva SIS modela temeljenog na Markovljevim lancima u diskretnom
vremenu slijede direktno iz teorije o Markovljevim lancima. Shematski prikaz SIS
modela temeljenog na Markovljevim lancima mozemo vidjeti na sljedecoj slici:

— —» —»
<+ <+ 4+ <4
Slika 3: Shematski prikaz stanja SIS epidemioloskog modela

gdje su i = 0,1,..., N zarazena stanja. Stanja {0,1,..., N} mogu se podije-
liti u dva skupa. Jedan skup sadrzi povratno tanje {0}, a drugi prolazna stanja
{1,...,N}. Stanje 0 s prikazanog digrafa je apsorbirajuée stanje. S obzirom da
krenuvsi iz stanja 0 ne mozemo doé¢i do nijednog drugog stanja, skup {0} je za-
tvoren. Primijetimo da u drugom skupu stanja iz svakog stanja mozemo doé¢i u
preostala, ali skup {1,..., N} nije zatvoren jer je po1(At) > 0.
Za prolazna stanja mozemo pokazati da elementi matrice prijelaznih vjerojatnosti
imaju sljedece svojstvo:
Neka je P" = [pl(;)]m'es, gdje je pl(»? (i, j)-ti element n-te potencije matrice prijelaz-
nih vjerojatnosti, P". Tada je lim,,_, pl(-;”) = 0 za svako stanje j i svako prolazno
stanje 7. Limes matrice P" kada n — oo je stohasticka matrica, gdje su svi stupci
0 osim prvog koji sadrzi sve jedinice. Iz jednadzbe (21) i teorije Markovljevih
lanaca slijedi da je

Tiow gE) = (1,0, . .« 50,

t—00
gdje je t = nAt.
Prethodni rezultat implicira da se populacija u SIS epidemioloskom modelu teme-
ljenom na Markovljevim lancima u diskretnom vremenu priblizava ravnotezi bez
bolesti bez obzira na velicinu osnovnog reprodukcijskog broja.
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3.3.2 Stohasticki SIR epidemioloski model

Neka su S(t),Z(t) i R(t) diskretne slu¢ajne varijable koje oznac¢avaju broj podloznih,
zarazenih i imunih jedinki u populaciji u trenutku ¢, redom. SIR epidemioloski mo-
del temeljen na Markovljevim lancima u diskretnom vremenu je dvodimenzionalni
proces koji sadrzi dvije varijable, S(t),Z(t). Slucajna varijabla R(t) je oblika
R(t) = N — S(t) — Z(t). Dvodimenzionalni proces {X (t)}°, = {(S(t),Z(t))}2,

ima dvodimenzionalnu marginalnu distribuciju oblika

P(s,) (1) = P({S(t) = 5, Z(t) = 1}).

Ovakav proces takoder ima Markovljevo svojstvo i homogen je.

Prijelazne vjerojatnosti mogu se definirati koristeéi pretpostavke iz formulacije de-
terministickog SIR modela. Prvo pretpostavimo da At mozemo izabrati dovoljno
mali tako da se najvise jedna promjena u stanju dogodi tijekom vremenskog inter-

Prijelazne vjerojatnosti dane su na sljede¢i nacin:

p(s-q—k,i-i-j)a(s,i)(At) = P((A‘Sv AI) = (k,])’(S(t),I(t)) = (S7i))7

gdje je AS = S(t + At) — S(t). Dakle, vrijedi:

(Bis/N A, (k,5) = (-1,1)
IYZAtv (kv.]) = (07 _1)
p(5+k7i+j)7(57i)(At) = b(N — 5= i)At7 (ka 7) = (17 O)
1 — Bis/NAt
—[vi+b(N = s)]At,  (k,j) =(0,0)
0, 1nace.

\

Vremenski korak At mora biti dovoljno mali tako da sve prijelazne vjerojatnosti
leze u intervalu [0, 1]. Obzirom da su sada stanja prikazana u uredenim parovima,
matrica prijelaznih vjerojatnosti je puno slozenija nego u SIS modelu, a njezina
forma ovisi o tome kako su stanja (s, %) poredana. Medutim, ukoliko primijenimo
Markovljevo svojstvo, tada diferencijsku jednadzbu, koju vjerojatnost p(s ;) (t+At)
zadovoljava, mozemo izraziti u terminima prijelaznih vjerojatnosti,

Py £ 50) = Plasniy (02 = 15 + DA+ piasan(Br(i + 1)

+ P(s—1,i+1) ()0(E + )AL + ps—1,5)(D)b(N — s + 1 — i) At

D0 (1)1 — [ + i — BV — s)]21) (24)
Shematski prikaz SIR modela temeljenog na Markovljevim lancima u diskretnom
vremenu lezi na dvodimenzionalnoj resetci. Moze se pokazati da je stanje (N, 0)

apsorbirajuce (p(n,0),v,0)(At) = 1), a da su sva ostala stanja prolazna. Asimptot-
ski, svi putevi u uzorku se s vremenom apsorbiraju u stanje bez bolesti (IV,0).
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Diferencijske jednadzbe za aritmeticku sredinu i momente viseg reda mogu se iz-
vesti iz (24) slicno kao Sto smo to ucinili u SIS modelu. Primjerice, uzmemo
ES®) = SN spea(t) 1 B(Z(@) = SN, ipes(t). Naime, diferencijske jed-
nadzbe za SIR epidemioloski model nije moguce rijesiti direktno jer ovise o mo-
mentima viseg reda.
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3.4 Neka svojstva stohastickih SIS i SIR epidemioloskih
modela temeljenih na Markovljevim lancima u diskret-
nom vremenu

3.4.1 Vjerojatnost izbijanja epidemije

Izbijanje epidemije dogada se u trenu kada se broj slucajeva zaraze naglo poveca.
Za procjenu vjerojatnosti izbijanja epidemije koriste se model jednostavne slucajne
Setnje (za Markovljeve lance u diskretnom vremenu) i proces radanja i umiranja
(za Markovljeve lance u neprekidnom vremenu).

Neka je X(t) slucajna varijabla koja oznacava poziciju (stanje) u trenutku ¢ u
skupu {0, 1,2, ...} u modelu slucajne setnje. Neka je stanje 0 apsorbirajuce, a sva
ostala stanja u skupu prolazna. Ako je X (¢) = z, onda se u sljede¢em vremenskom
intervalu moze dogoditi jedan od sljede¢ih poteza: pomak udesno x — z 4+ 1 s
vjerojatnoscéu p ili pomako ulijevo x — x — 1 s vjerojatnoséu ¢, uz iznimku kod
stanja 0 gdje nema pomaka, tj. p+¢q = 1. U modelu slucajne setnje, proces se ili
priblizava stanju 0 ili beskonac¢nosti. Vjerojatnost apsorbcije u stanje 0 ovisi o p
i ¢, te pocetnoj poziciji. Neka je X (t) = x¢p > 0. Tada se moze pokazati sljedece:

lim P(X(t) = 0) = {gé)xo i i ;1 (25)

Rezultat (25) takoder vrijedi za proces radanja i umiranja kod Markovljevih lanaca
u diskretnom i u neprekidnom vremenu, gdje su b i d supstituirani s ¢ i ui, a ¢
oznacava poziciju (stanje) u trenutku ¢ u skupu {0,1,2,...}. Pretpostavljamo da
je X(0) = N. U ovom procesu, prijelazne vjerojatnosti zadovoljavaju sljedece:

NSt + o(At), i=1,
Pirji(At) = S pilst + o(At), j=—1,
1— (A +p)ilt +o(At), j=0.

U rezultatu (25) A zamjenjuje vjerojatnost p, a u vjerojatnost gq. Ukoliko je A < p,
vjerojatnost apsorpcije je jednaka 1. U slucaju da je A > pu, vjerojatnost apsorpcije
smanjuje se na (u/\)™. Tada je vjerojatnost opstanka stanovnistva jednaka 1 —
(u/N)™. Na ovaj nacin mozemo aproksimirati vjerojatnost izbijanja epidemije u
SIS i SIR modelima temeljenima na Markovljevim lancima u diskretnom, ali i
neprekidnom vremenu. Aproksimacija se poboljsava s porastom populacije N i
smanjenjem pocetnog broja zarazenih jedinki.

Neka je pocetni broj zarazenih jedinki 7p mali i velicina populacije NV velika. Tada
se "funkcija rodenja” i ”funkcija smrti” za SIS epidemioloski model mogu zadati
na sljedeci nacin:
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Ukoliko primijenimo gore navedene aproksimacije funkcija i rezultat (25), tada
dobijemo aproksimaciju § = My — L sdnosno

B Ro’
1 Ro <1
PZ(t)=0)=< ", =%
(R—O)zo, Ry > 1.
Dakle, slijedi da je vjerojatnost izbijanja epidemije jednaka
0, Ry £ 1,

1— ()% Rg>1l

P(Z(t) > 0) ~ { (26)

Procjene prikazane u (26) odnose se na stohasticke SIS i SIR modele samo u vre-
menskim intervalima t € [T}, T3]. Zbog toga sto je 0 apsorbirajude stanje, s vre-
menom ¢e u stohastickom modelu limes vjerojatnosti da je broj zarazenih jednak
nuli otiéi u 1, tj. limy ,o P(Z(t) = 0) = 1. Dakle, obzirom da je 0 apsorbirajuée
stanje, ovaj stohasticki proces se asimptotski priblizava jedinstvenoj stacionarnoj
distribuciji koja je prema teoremu (3.2) ravnotezno stanje bez bolesti (/V,0). Ras-
pon vremenskih intervala za koje (26) vrijedi moze biti velik kada je N velik i g
mali.

3.4.2 Ocekivano vrijeme trajanja epidemije

Trajanje epidemije odgovara vremenu do apsorbcije, tj. vremenu 7' dok ne vrijedi
Z(T) = 0. Za stohasticki SIS model vrijedi da je vjerojatnost apsorpcije jednaka 1,
bez obzira na vrijednost Rg. Medutim, ovisno o pocetnom broju zarazenih jedinki
¢, veli¢ini populacije N i vrijednost Ry, vrijeme do apsorbcije moze biti veoma
kratko ili veoma dugo. Izvest ¢emo sustav jednadzbi koji se moze rijesiti tako da
se dobije ocekivano vrijeme apsorpcije za stohasticki SIS model.

Neka T; oznacava slucajnu varijablu kojom modeliramo vrijeme do apsorpcije i
neka

% = BTG

oznacava ocekivano vrijeme do apsorpcije pocevsi od pocetnog broja zarazenih
jedinki ¢, « = 0,1,..., N. Oznacimo momente viseg reda s

Tir - El(rfzr)7

za 1 = 0,1,..., N. Primijetimo da je 79 = 0 = 7j. Tada ocekivano vrijeme do
apsorpcije, u modelu temeljenom na Markovljevim lancima u diskretnom vremenu,
zadovoljava sljedecu diferencijsku jednadzbu:

Ty = b()) At(Tie1 + AL) + d(D) At(ri_1 + At)
+ (1= [b(i) + d(@)) At) (7 + Ab),i =1,...,N. (27)

SIS model temeljen na Markovljevim lancima u neprekidnom vremenu takoder
zadovoljava jednaku relaciju kao i (27), osim $to se na kraj svake jednadzbe s desne
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strane dodaje izraz o(At) koji oznacava funkciju od At koja opada u nulu brze
od At. Ukoliko pojednostavimo (27), dobijemo sustav diferencijskih jednadzbi za
ocekivano trajanje epidemije

A(i)is — [b(3) + AT + b(8)7ers = —1,

gdje je b(i) = i(N —4)(Bi/N) i d(i) = (b+ ~y)i. Slicne diferencijske jednadzbe
primjenjuju se na momente viseg reda u modelu temeljenom na Markovljevim
lancima u neprekidnom vremenu:

d(i)7i_y = [b(i) + d(@)]7] +b(i) Ty = —r7i ",

Aritmeticka sredina i momenti viseg reda mogu se izraziti u matricnoj formi.
Neka, j6 7 = (71 oy e ss s TH) 15 77 = (T Thses o5 The)t 17! =1, Tada jo

Dr=-1,D1" = —r1" 1,

B +d1)] (1) 0 0 0
d2) @) +d2)] b2) 0 0
D - :
0 0 0 d(N) —d(N)

Matrica D nije singularna jer je ireducibilna, dijagonalno dominantna. Objasnimo
poblize ovu tvrdnju.

Definicija 3.4. Za neku matricu A kazemo da je reducibilna ako postoji per-
mutacijska matrica P takva da je matrica P~'AP oblika:

X O

Y Z|
gdje su X i Z kvadratne matrice i O nul-matrica. U suprotnom, kazemo da je A
ireducibilna.

Iz oblika matrice D vidimo da je ireducibilna zbog toga sto bi u blok-strukturi
prema definiciji (3.4) i Y bila nul-matrica, a takva matrica bi bila singularna jer
nije invertibilna. Takoder, ukoliko pogledamo strukturu matrice D, jasno je vid-
ljivo da su elementi na glavnoj dijagonali, te elementi koji na neki nacin ”prate”
tu dijagonalu na pozicijama jedno mjesto lijevo i desno od nje, jedini elementi koji
su razliciti od 0 pa u tom smislu matricu nazivamo dijagonalno dominantnom.
Sada vidimo da ¢e matrica D biti regularna. Ukoliko bismo sada rijesili sustave
jednadzbi, ¢iji su matriéni zapisi DT = —1, D7" = —r7"~!, dobili bismo jedins-
tvena rjesenja 71 7.

Pogledajmo jednostavan primjer koji pokazuje ocekivano vrijeme trajanja epide-
mije u SIS epidemioloskom modelu.
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Primjer 9. Neka je velicina populacije N = 50 i osnovni reprodukcijski broj Ry =
1.5. TraZimo ocekivano vrijeme trajanja epidemije. Znamo da vrijedi T = D7 1.
Rjesavanjem ovog sustava jednadzbi dobije se da je ocekivano vrijeme trajanja
epidemije, za velik broj zaraZenih u populaciji ¢, T; ~ 160.

Ukoliko uzmemo N = 100 1 Ry = 1.5, za ocekivano vrijeme trajanja epidemije
(za velike i) dobijemo 1; ~ 3500. Vazno je napomenutli da T ovisi o vremenskim
jedinicama u kojima promatramo epidemiju. Primjerice, ako u prethodna dva
primjera stavimo da su mjerne jedinice dani, tada je za prvi slucaj T; = 160 ~ 5.3
mjesect, a za drugi slucaj T; = 3500 = 68.5 godina.

U prethodnom primjeru vidimo da su procjene vremena trajanja epidemije puno
vece nego sto je to uobicajeno, sto implicira da bolest opstaje umjesto da izumire.
Za N > 100 i Rg > 2, ako dode do izbijanja epidemije s dovoljno velikim bro-
jem zarazenih jedinki, tada se rezultati stohastickog SIS modela jako priblizavaju
predvidanjima deterministickog SIS modela, tj. bolest postaje endemicna.
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3.5 Simulacije SIS i SIR epidemioloskih modela

U ovom poglavlju pogledat ¢emo kako bi izgledale simulacije SIS i SIR epidemi-
oloskih modela, tj. prouciti grafove koji prikazuju krivulje podloznih jedinki (S) i
zarazenih jedinki (/) za SIS model, ovisno o razli¢itim vrijednostima parametara
v i [, te graf koji prikazuje krivulje za S(t), I(t) i R(t) za odredene parametre vy
ip.

3.5.1 Simulacija SIS epidemioloskog modela

Promotrimo situaciju u kojoj imamo populaciju koju ¢ini N = 25007 jedinki.
Pretpostavit ¢emo da je broj zarazenih jedinki I = 7, a broj podloznih S = 25000.
Uzmimo vremenski period od 50 dana, dakle promatramo krivulju rasta ili pada
broja podloznih i zarazenih jedinki tijekom tih 50 dana, ovisno o prosjecnom
ocekivanom broju kontakata [ koje je ostvarila zarazena jedinka i stopi oporavka
od zarazne bolesti 7.

Primjer 10. Neka je N = 25007, S = 25000, [ =7, 3 =0.7, y=0.2 i Ry = 3.5.
Uoc¢imo da je Ry > 1, §to prema teoremu (3.2) znaci da ée bolest postati endemska.
Pogledajmo sada grafick: prikaz ovakve situacije:

SIS epidemioloSki model

/

SIS
04
|

0.0
|

Vrijeme
Slika 4: Simulacija SIS modela za f = 0.7 i v = 0.2

Iz prethodnog grafa mozZemo wociti sljedece: na y-osi oznacen je udio zaraZenih
1 podlozZnih jedinki, a na z-osi vrijeme izraZeno u danima. Primijetimo da udio
podloznih jedinki krece s tek nesto manje od 100%, a udio zaraZenih nesto vise od
nula s obzirom na pocetne vrijednosti koje smo uzeli. MozZemo wvidjeti da dolaz
do naglog pada udjela podloznih jedinki, te naglog rasta udjela zaraZenih jedinksi.
Negdje oko 18. dana trajanja epidemije udio podloznih @ zaraZenih jedinki su jed-
naki, nakon cega dolazi do kraceg pada v udjelu podloznih, tj. kraceg rasta u udjelu
zarazenih jedinki. Oko 23. dana epidemije dolazi do stagniranja udjela podloznih
i zaraZenth jedinki, te ostaju jednaki kroz ostatak promatranog razdoblja.
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3.5.2 Simulacija SIR epidemioloskog modela

Primjer 11. Proucimo situaciju u kojoj kroz vremenski period od 34 dana pro-
matramo Sirenge bolesti Covid-19 medu 3711 osoba na brodu Diamond Princess
2020.godine. Zaraza pocinje sa samo jednom zarazZenom osobom. U sljedecoj ta-
blici navodimo broj zaraZenih osoba tijekom danih 34 dana (uzimamo u obzir samo
slucajeve zaraze potvrdene PCR testom).

Dan  Broj zaraZenih
0 1
1 1
2 1
3 10
4 10
5 20
6 61
7 6/
8 70
9 135
10 135
2 1%
12 218
b 218
14 285
15 355
16 454
17 542
18 621
19 634
20 634
21 634
28 634
23 634
24 634
25 705
20 705
87 705
28 705
28 705
30 705
31 705
32 705
38 712

Neka je = 0.03,7 = 0.2. Dakle, oc¢ekivani broj kontakata u jedinici vremena
koje ostvari zaraZena osoba iznosi 0.03, a stopa oporavka zaraZenih osoba u jedi-
nici vremena iznosi 0.2. Podaci navedeni u tablici mogu se pronaci w [10]. Sada
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pomocu ovih podataka i koristenjem R-koda za simuliranje SIR modela, dobijemo
sljedeci graf:

3000
|

Populacija

1000

0
|

0 5 10 15 20 25 30 35

Dan

Slika 5: Simulacija SIR modela za epidemiju bolesti Covid-19 na brodu Diamond
Princess za § = 0.03,v7 = 0.2

Napomenimo da su crvene tockice na grafickom prikazu stvaran broj zarazZenih
prema danim podacima. Iz grafa mozZemo vidjeti da bi broj ljudi podloznih epidemij
na kraju promatranog razdoblja bio ispod 1000, a broj zaraZenih bi se povecao na
gotovo 3000. Mozemo vidjeti da je broj oporavljenih w ovoj simulaciji takoder
u padu prema kraju promatranog razdoblja. Razlog ovakvom rezultatu je taj sto
1zbijanje epidemije ne mora zahvatiti cijelu populaciju. Ishod epidemije dosta ovisi
o prijenosu zaraze 1 stopi oporavka. Ukoliko bismo mijenjali vrijednosti parametara
B iy, dobili bismo nesto drukcije rezultate. Primjerice, ako poveéamo vrijednost =y,
kao rezultat cemo dobitt mangi broj zaraZenth. U suprotnom, doslo bi do povecanja
broja zaraZenih upravo zbog toga sto y predstavlja stopu oporavka zarazenih jedink:
u SIR modelu. Dakle, ako poveéamo stopu oporavka, usporit ée se prijenos zaraze i
na taj nacin smangiti © broj zarazZenih. To moZemo protumaciti i na sljedeci nacin:
ukoliko se poveca broj oporavijenih koji su bili zaraZeni, smanjuje se mogucnost
sirenja zaraze, te se skracuje vrijeme trajanja epidemije.

Pogledajmo sada primjer u kojem ¢emo ponovno promatrati brod Diamond Prin-
cess, ali s nekim podacima koje ¢emo proizvoljno izabrati u istom vremenskom
periodu, uz drukéiji 3, ali isti 7y, te usporedimo dobiveni rezultat sa stvarnim
podacima.

Primjer 12. Proucimo situaciju u kojoj kroz vremenski period od 34 dana pro-
matramo Sirenje bolesti Covid-19 medu 3711 osoba na brodu Diamond Princess
2020.godine. Zaraza pocinje sa samo jednom zaraZenom osobom. U sljedecoj ta-
blici navodimo broj zaraZenih osoba tijekom danih 34 dana (napomenimo kako
podaci ne odgovaraju stvarnima mego su proizvoljno izabrani kako bismo vidjeli
neki drugi moguci scenarij).
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Dan  Broj zaraZenih
0 1
1 1
g 7
3 18
4 39
5 63
6 66
i 89
8 127
9 135
10 181
11 181
12 218
13 279
14 371
15 462
16 586
17 633
18 641
19 641
20 192
2f 192
a2 813
23 844
24 844
25 912
26 966
27 1013
28 1057
29 1057
30 1112
5 1242
32 1848
38 1431

Neka je f = 0.01,7 = 0.2. Dakle, ocekivani broj kontakata koje u jedinici vremena
ostvart zarazZena osoba iznosi (.01, a stopa oporavka zaraZenih osoba u jedinict
vremena iznosi 0.2. Pogledajmo sljedeci graficki prikaz dobiven koristenjem ovih
podataka i R koda za simuliranje SIR modela:
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Slika 6: Simulacija SIR modela za epidemiju bolesti Covid-19 na brodu Diamond
Princess za § = 0.01,v7 = 0.2

Primijetimo da su crvene tockice na grafickom prikazu stvaran broj zarazZenih
prema danim podacima. Iz danog grafickog prikaza vidimo da bismo u ovakvoj
situaciji zavrsili w poprilicno ekstremnom stanju. Naime, broj podloznih bi pao
na 0 negdje oko 2. dana razvoja epidemije, a broj zaraZenih bi istovremeno naglo
porastao dok ne bi dosegnuo maksimum, tj. dok svi putnici na brodu ne bi bili
zarazeni.
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Sazetak

U ovom radu opisani su SIS i SIR epidemioloski modeli temeljeni na Markovljevim
lancima u diskretnom vremenu. U uvodu je objasnjena uloga Markovljevih lanaca
u matematici, kao i u primjeni na bioloske procese. Prvo poglavlje sadrzi vazne de-
finicije i svojstva Markovljevih lanaca, te primjere koji prikazuju kako se navedena
teorija koristi. U sljede¢em poglavlju navodimo diferencijske jednadzbe kojima su
opisani jednostavni SIS i SIR epidemioloski modeli, diferencijske jednadzbe koje
deterministicki SIS i SIR epidemioloski modeli zadovoljavaju, te vaznost ovakvih
modela u primjeni. Zatim su detaljnije opisani stohasticki SIS i SIR epidemioloski
modeli, diferencijske jednadzbe na kojima se temelje, te neka vazna svojstva na-
vedenih modela. U posljednjem poglavlju dajemo nekoliko simulacija stohastickih
modela obradenih u ovom radu.

Kljuéne rijec¢i: Markovljev lanac, Markovljevo svojstvo, prijelazna vjerojatnost,
matrica prijelaznih vjerojatnosti, povratno i prolazno stanje, epidemioloski model

Abstract

This paper describes SIS and SIR epidemic models based on discrete time Markov
chains. In the introduction, we explain the role of Markov chains in mathematics,
as well as in application to biological processes. The first chapter contains impor-
tant definitions and properties of Markov chains, as well as some examples which
illustrate the use of Markov theory. In the next chapter we state some differential
equations which describe simple SIS and SIR epidemic models, differential equati-
ons which deterministic SIS and SIR epidemic models satisfy and the importance
of these models in application. Then, we describe the stohastic SIS and SIR epide-
mic models in more detail, differential equations on which they are based on and
some important properties of these listed models. In the final chapter, we give a
few simulations of the stohastic models covered in this paper.

Key words: Markov Chain, Markov property, transition probability, transition
matrix, recurrent and transient state, epidemic model
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