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Sequences of functions

Sazetak

U ovom zavrsnom radu proucavat ¢emo konvergenciju nizova funkcija. Najprije
¢emo navesti konvergenciju po tockama kao ocitu definiciju konvergencije niza funk-
cija i pokazati da ta konvergencija nema dobro ponaSanje. Zbog toga, kao jac¢i pojam
konvergencije, definirat ¢emo uniformnu konvergenciju niza funkcija. Navest ¢emo te-
oreme koji nam govore da uniformna konvergencija ¢uva omedenost, neprekidnost te
osigurava integrabilnost grani¢ne funkcije, a onda i time komutiranje limesa i integrala.
Pokazat ¢emo kada imamo derivabilnost grani¢ne funkcije, te komutiranje derivacije i
limesa niza funkcija.

Kljuc¢ne rijeci
niz funkcija, konvergencija po toc¢kama, uniformna konvergencija, neprekidnost

Abstract

In this bachelor’s thesis we will study the convergence of sequences of functions.
Firstly we will state the pointwise convergence as an obvious way to define the co-
nvergence of functions and we will show that it is not as well-behaved. As a stronger
definition of convergence, we will define uniform convergence. We will state theorems
which proves that uniform convergence preserve boundedness, continuity and ensures
integrability of limit function as well as commutation of limit and integration. Thesis
will show when is limit function derivable along with commutation of derivation and
limit of sequence of functions.

Keywords

sequence of functions, pointwise convergence, uniform convergence, continuity
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1 Uvod

Kada spomenemo pojam niza najcesée se prvo sjetimo niza realnih brojeva, a kao najvaznijeg
svojstva nizova, konvergencije niza. U ovom zavrsnom radu bavimo se nizovima funkcija,
odnosno njihovom konvergencijom. Navodimo dva tipa konvergenije, a to su konvergencija
po tockama i uniformna konvergencija. U prvom poglavlju definiramo pojam niza, navodimo
primjere nizova i bavimo se konvergencijom nizova realnih brojeva. Zatim u drugom poglav-
lju prouc¢avamo konvergenciju nizova funkcija. Najprije definiramo konvergenciju po tockama
i pokazujemo primjerima da ta konvergencija nije osobito korisna. U drugom potpoglavlju
definiramo uniformnu konvergenciju koja ima dobra svojstva. Navodimo i dokazujemo te-
oreme koji nam to govore i navodimo njihove posljedice. U zadnjem poglavlju proucavamo
vezu izmedu neprekidnosti i uniformne konvergencije.



2 Nizovi

Funkcija a : n — a(n) sa skupa prirodnih brojeva N u neprazni skup S zove se niz u skupu
S. Umjesto a(n) ¢esto piSemo a,, a, zovemo opéi ¢lan niza a, a n indeks ¢lana a,. Umjesto
a: N — § piSemo (a,)nen ili krace (ay).

Razlikujemo slucajeve:

1. Ako je S =R, tada kazemo da je (a,) niz realnih brojeva,;
2. Ako je S = C, tada kazemo da je (a,) niz kompleksnih brojeva;

3. Ako je S skup realnih ili kompleksnih funkcija definiranih na nekom podskupu A C R,
tada kazemo da je (a,) niz funkcija definiranih na A.

. . . 1 5 . . = n . 1
Primjer 2.1. ([3]) Nizn > a, = 3 je niz realnih brojeva, dok je niz n v =

pleksnih brojeva. Ako prirodnom broju n pridruzimo funkciju a, : x — sinnx, dobiwamo niz
funkcija sinx,sin 2z, ... sinnx, . ...

niz kom-

U iduéoj definiciji uvodimo pojam konvergencije nizova realnih brojeva. Navest ¢emo i
korisne teoreme, a njihovi dokazi mogu se pronaci u |[3].

Definicija 2.2. (|3]) Kazemo da niz (a,)nen realnih brojeva konvergira realnom broju ag,
ako za svaki € > 0 postoji prirodni broj ng, takav da

(n > no) = (|lan — aol <e).
Broj ag zovemo grani¢na vrijednost ili limes niza (a,), a za niz (a,) kaZemo da je konver-

gentan. PiSemo ag = lim a,. Za niz koji nije konvergentan kazemo da je divergentan.
n— o0

Teorem 2.3. (/3])

a) Konvergentan niz ima samo jednu granicnu vrijednost.

b) Konvergentan niz je ogranicen.

Ako je S podskup od R, a : n — a, niz elemenata iz S @ f funkcija sa S u R, onda je
kompozicija foa funkcija f ia definirana i foa je niz realnih brojeva. Pri tome (foa)(n) =

F(an), . foa je niz f(ar), f(a), -, f(an) ...

Teorem 2.4. ([3]) Neka je I C R otvoren interval i n — a, niz u I koji konvergira k
ag € 1. Ako je f : I — R neprekidna funkcija u tocki ag, onda niz f(ay), f(az),..., f(as),...
konvergira k f(aog), tj. lim f(a,) = f(limay,).

Teorem 2.5. ([3]) Neka su (ay,) i (by) konvergentni nizovi realnih brojeva. Vrijedi:
a) Nizn +— a, + b, je konvergentan i lim(a, + b,) = lima,, + limb,,;
b) Niznw— a, — b, je konvergentan i lim(a,, — b,) = lima,, — lim b,,;
c) Za svaki ¢ € R niz n— c- a, je konvergentan i lim(c- a,) = c¢-lima,;
d) Niznw— a, b, je konvergentan i lim(a, - b,) = (lima,) - (limb,,);

e) Ako je b, # 0 za svakin € N ilimb, # 0, onda je 1 niz n — = konvergentan i

lim(52) = e
f) Nizn— |a,| je konvergentan i lim |a,| = | lim ay|.
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3 Konvergencija nizova funkcija

3.1 Konvergencija po tockama

Definicija 3.1. (|2]) Neka je S bilo koji neprazan skup i (X, d) metri¢ki prostor. Neka su
na skupu S definirani niz (f;) funkcija fr : S — X i funkcija f : S — X. Kazemo da niz
funkeija (fx) konvergira prema funkciji f u tocki ¢y € S s obzirom na metriku d ako niz

(fx(to)) konvergira prema f(ty).
Ako niz funkeija (fi) konvergira prema funkciji f u svakoj tocki t € S, onda kazemo da
(fx) konvergira po tockama ili obi¢no prema funkciji f na skupu S.

Pigemo f(t) = ]}LIEO fu®t) (teS).

Obicna konvergencija na skupu S moze se iskazati ovako:
(Vt € S)(Ve > 0)(Fky € N)(Vk € N)

k> ko = d(fi(t), F(B) < 2 (3.1)

Konvergencija po tockama nije narocito korisna i nema dobro ponasanje koje bi smo ocekivali.
Ona nam ne osigurava derivabilnost limesa niza derivabilnih funkcija niti nam osigurava
integrabilnost (u Riemannovom smislu) limesa niza integrabilnih funcija. Prema tome, ne
vrijede formule

d —(lim fx) = hm( fk)

dx k—oo

/(hmfk dm_hm/ Jre(z

Primjer 3.2. (/2]) Za svaki k € N definiramo derivabilnu funkciju fy : [—1,1] = R formu-
lom fi(z) = |z|**%. Graniéna funkcija f(z) = |z| nije derivabilna u tocki x = 0.

Pokazimo to primjerima:

Primjer 3.3. (/2/) Kako je Q prebrojiv skup, moguce je poslagati racionalne brojeve iz skupa
0,1 N Q u niz q1,q2,q3 - ... Nadalje definiramo funkcije fi : [0,1] — R na sljedeéi nacin

1, akojexe{ql,...,qk}

ful@) = -
0, wnace.

Za svaki k € N funkcija fi je integrabilna jer ima konacno mnogo prekida i pri tome je

fol fr(x)dz = 0. Graniéna funkcija f = lilgn fx je Dirichletova funkcija

, ako je x racionalan
flz) = o
0, ako je x iracionalan
koja ocito nije integrabilna.

Primjer 3.4. ([2]) Neka je fr : R — R zadana formulom fi(zx) =
Niz derivabilnih funkcija (fi) konvergira ka funkciji f =0 i zato je

T2 2@ svaki k € N.

d —(lim f(z)) =0.

dx “k—oo



Kako je L fi(z) = (5iy) = Hho—2ke? _ Lkt onda je

1+kx? (1+kx2)2 (1+kx2)2>
d 1, ==

lim — =<
koo A fil@) {O, w0

Vidimo da derivacija @ limes ne komtiraju u tocki x = 0.

Primjer 3.5. (/2]) Za svaki k € N definiramo integrabilnu funkciju na segmentu [0,1] for-
mulom

i, ako je 0 <z < ﬁ
fi(x) = ¢ 4k — 4k?z, ako je 5z <z < 1.
0, ako je % 2m<l
2k T+
o 1

Slika 1.: graf funkcije fi (|2])

Niz funkcija (fi) po tockama konvergira prema integrabilnoj nul funkciji, tj. klim Tl =
—00

0 za svaki z € [0,1]. Vrijedi
1

/ Filz)ds = /

0 0

0 :/0 (kli)rgo Jule))de - kli_)rgo/o Feledey = 1.

Prema tome integral © limes niza funkcija ne komutiraju.

==
=

1
AR dz + / *(4k — 4k%2)dz + / Oder =1, VkeN,
il i

2k k

te slijeds

Iduéi primjeri pokazuju da konvergencija po tockama opc¢enito ne ¢uva omedenost i ne-
prekidnost.

Primjer 3.6. ([1/) Neka je niz funkcija fi : (0,1) — R definiran s fi(z) = kx’il. Znamo da
je x # 0 pa vrijedi

1
li = li =
T = i e

E.
Tada je granicna funkcija f : (0,1) — R definirana s f(x) = 2. Imamo |fi(z)| < k za sve
x € (0,1), odnosno svaka funkcija fi je omedena na (0, 1), dok funkcija f nije omedena.



Primjer 3.7. (/1/) Neka je niz funkcija fi, - [0,1] — R definiran s fi(z) = 2%, k € N. Za
0 <x <1 vrijedi 2* — 0 kad k — oo, dok za v = 1 vrijedi ¥ — 1 kad k — oo. Tada je
graniéna funkcija f zadana s

za x=1.

0, akoje0<z<1
f(af)Z{

Svaka funkcija fi, neprekidna je na [0,1], dok granicna funkcija f nije neprekidna. Funkcija
f wma prekid u 1.

3.2 Uniformna konvergencija

Definicija 3.8. ([2]) Neka je S bilo koji neprazan skup, a (X, d) metricki prostor. Za niz
(fx) funkcija fx : S — X kaZemo da uniformno konvergira prema funkeiji f : S — X na
skupu S ako za svaki ¢ > 0 postoji kg € N takav da za sve k > kg i za sve t € S vrijedi

d(fo(t), (1)) < & (slika 2.).

Uniformna konvergencija na skupu S se moze zapisati kao

(Ve > 0)(Jko € N)(Vt € S)(Vk € N)
k> ko = d(filt), £() <e. (3.2)

Y

Slika 2. (]2])

Treba uociti da se zapis (3.2) razlikuje od zapisa (3.1). Zagrada (Vt € S) kod (3.1) nalazi na
prvom mjestu, a od (3.2) na treéem mjestu. Zbog toga kod konvergencije po tockama broj
ko opcenito ovisii o € i o t, dok kod uniformne konvergencije ovisi samo o €.

Ocito je da uniformna konveregencija povla¢i obi¢nu konvergenciju (po tockama). Sljedeci
primjer pokazuje da obrat ne vrijedi.

Primjer 3.9. (/2]) U primjeru 3.7 pokazali smo da niz funkcija (fi) definiran formulom
fe(z) =2, k €N, x €0, 1] konvergira obicno prema funkciji

0, 0<z<1
f@)_{l, z=1.



Pokazat éemo da ta konvergencija nije uniformna. Dovoljno je pokazati da za svaki k € N
postoji x € [0,1) takav da je |fr(x) — f(x)| = 2* > 1/2, pa konvergencija ne moZe biti
uniformna. Za svaki v € [1 — ﬁ,l) pomocu Bernoullijeve nejednakosti dobiva se z% =
1+ (@z—-1))f>1+kz-1)>1.

Bernoullijeva nejednakost: za svakin € N i za svaki realan broj x > —1 vrijedi (1+z)" >
1 4+ nz, pri cemu jednakost vrijedi ako i samo ako je n =1 ili x = 0.

Primjedba 3.10. (/5])

a) Pretpostavimo da niz realnih brojeva (ay) knvergira prema realnom broju a. Za svaki
podskup S C R neka fr, : S — R, f : S — R budu konstantne funkcije, odnosno
fr(x) = ax, f(x) = a, za svex € S. Tada je lako vidjeti da niz funkcija (fy,) uniformno
konvergira prema funkciji f na S.

b) Ako niz funkcija (fy) uniformno konvergira prema funkciji f na S 1 S" C S, onda (fy)
uniformno konvergira prema f na S'.

Propozicija 3.11. ([5]) Neka su f, fr : S — R realne funkcije na S. Tada niz (fy)

uniformno konvergira prema funkciji f na S onda i samo onda ako postoji My, = sup | fx(z) —
zeS

f(@)|, za svaki dovoljno veliki k i My — 0 kad k — oo .

Dokaz. Pretpostavimo da My, — 0 kad k — oco. Zbog toga za zadani € > 0 postoji kg € N
tako da vrijedi 0 < My < € za k > ko. Prema definiciji od M}, imamo |fi(z) — f(x)| < My
za sve x € S. Dobivamo |fi(x) — f(z)| < € za svaki k > kg i sve x € S, odnosno imamo
uniformnu konvergenciju.

Obrnuto pretpostavimo da niz (fj) uniformno konvergira prema funkciji f na S. Tada prema
definiciji za zadani € > 0 postoji ky € N tako da vrijedi |fp(z) — f(z)] < § za svaki k > kg
isve x € S. Tada je skup Sy = {|fi(z) — f(z)| : © € S} omeden odozgo sa 5 pa je
Mk:sup5k§§<5zasvakik2ko. O

zeSs 2
Sada je lako vidjeti da vrijedi i iduc¢a propozicija.

Propozicija 3.12. (/2]) Neka je S bilo koji neprazan skup, a (X,d) metricki prostor. Niz
(fx) funkcija fi : S — X uniformno konvergira prema funkciji f : S — X na skupu S onda
» samo onda ako za svaki € > 0 postoji ky € N takav da vrijeds

supd(fi(t), f(t)) <e, Yk > k.
teS

Primjedba 3.13. (/2]) Skup B(S,R) svih omedenih realnih funkcija definiranih na skupu S
uz standardno zbrajanje funkcija i standardno mnoZenje funkcije skalarom je realan vektorsk:
prostor. Funkcija || - || : B(S,R) — R definirana s

[[flloe = sup [ f(?)]
tesS

je uniformna norma na B(S,R).
Niz (fx) u B(S,R) konvergira u normi || - ||s prema funkciji f € B(S,R) onda i samo onda
ako za svaki € > 0 postoji kg € N takav da je

1 fx — flloo = 1P |fu(t) — f)| <€, Vk > ko.

Prema propoziciji 3.12. ée to biti onda i samo onda ako niz (fi) uniformno konvergira prema
f na S. Dakle konvergencija u normi || - || jest zapravo uniformna konvergencija na skupu

S.



Sljedec¢a definicija i teorem omogucavaju nam ispitati uniformnu konvergenciju niza re-
alnih funkcija bez odredivanja grani¢ne funkcije.

Definicija 3.14. (|2]) Neka je S bilo koji neprazan skup. Niz funkcija (fx), fr: S — R, je
uniformno Cauchyjev na S ako za svaki € > 0 postoji ky € N takav da je

|fm(z) — fe(2)| <€, Vz €S, Vm, k > k.

Primjedba 3.15. (/2/) Niz funkcija (fx), fx : S — R, je uniformno Cauchyjev na S onda
© samo onda ako za svaki € > 0 postoji ky € N takav da je

81612 | (@) = ful(2)| < &, Yim, & = ko

Za dokaz iduéeg teorema potrebna nam je sljedeca definicija i teorem.

Definicija 3.16. ([5]) Niz (zj) je Cauchyjev niz ako za svaki ¢ > 0 postoji ky € N sa
svojstvom
m,k > ko = |zm — zk| < €.

Teorem 3.17. ([5/) Niz realnih brojeva konvergira ako i samo ako je on Cauchyjev.
Teorem 3.18. (/2]) Neka je S neprazan skup, a (fi) niz funkcija fy, : S — R. Vrijedi:

a) Niz funkcija (fr) uniformno konvergira na S (prema nekoj funkciji f - S — R) onda i
samo onda ako je taj niz uniformno Cauchyjev na S.

b) Ako su sve funkcije f, omedene na S i ako niz funkcija (fi) konvergira uniformno na
S prema funkciji f : S — R, onda je funkcija f omedena na S.

Dokaz. a) Pretpostavimo da niz (f;) konvergira uniformno na S prema f : S — R. Za
zadani € > 0 postoji ky € N takav da je

@) = J@)| < 5, Ve €S, k2 k.
Vrijedi:

Fn(@) = fi@)| < 1fin(@) = F@)] +|f(@) = ful@)] < 5+ 5 =€, Y,k 2 ko, Vo € 8.

Odnosno niz (fx) je uniformno Cauchyjev na S.
Obratno, pretpostavimo da je (f) uniformno Cauchyjev niz na S. Tada za svaki ¢ > 0
postoji kg € N takav da je

fnl@) = fu@)| <5, Vw €S, Vm,k > ko (3.3)

Prema definiciji 3.16. niz realnih brojeva (fi(x)) je Cauchyjev za svaki x € S, pa je prema
teoremu 3.17. i konvergentan. Definiramo funkciju f na S na sljedeci nacin

f(z) = lim fi(x), z€S6S.
k—o0
Ako u (3.3) fiksiramo k > kg 1 zatim napravimo grani¢ni prijelaz po m, dobivamo
f@) ~ @] < = <&, VzeS, Vh 2k, (3.4)

odnosno (f;) konvergira uniformno prema f na S.

b) Iz zapisa (3.4) slijedi da je za k > kg funkcija f— f, omedena na S. Kako je f = (f—fi)+ [«
i znamo da su f — fr 1 fr omedene funkcije na 5, slijedi da je i funkcija f omedena na skupu
S. O



Znamo da uniformna konvergencija ¢uva omedenost pa zbog toga vrijedi sljedeéi korolar.

Korolar 3.19. ([2]) Ako niz omedenih funkcija konvergira po tockama ka neomedenoj funk-
ciji, tada taj niz ne konvergira uniformno.

Primjer 3.20. (/2]) U primjeru 3.6. pokazali smo da niz omedenih funkcija fi, : (0,1) = R
— 1

definiran s fi(x) = H% konvergira po tockama na (0,1) ka neomedenoj funkciji f(x)

Pa prema korolaru 3.19. ta konvergencija nije uniformna.

Sljedeci teorem pokazuje nam da uniformna konvergencija niza integrabilnih funkcija
osigurava integrabilnost grani¢ne funkcije i komutiranje integrala i limesa niza funkcija.

Teorem 3.21. (/2/) Neka je (fi) niz integrabilnih funkcija fi : [a,b] — R koji na [a,b]
uniformno konvergira prema funkciji f : [a,b] — R. Tada vrijedi:

a) Funkcija f integrabilna je na [a,b).

b) Integral i limes niza funkcija komutiraju, tj. vrijedi
b b
/ f(x)dx = lim [ fp(z)dz.
5 k—oo [,

Dokaz. a) Treba pokazati da je f ogranifena na [a, b).
Za zadani € > 0 zbog uniformne konvergencije postoji ky € N takav da je

|[fi(z) = f(z)| <

0—a) za svaki k > kg i za sve x € [a, b],

odnosno,

Ju(@) — ﬁ < f(z) < fulz) + 4(68_ 2

Vk > ko, Vz € [a, b]. (3.5)

Prema zapisu (3.5) slijedi ogranic¢enost funkcije f na [a,b], jer znamo da je fj ogranifena na
[a, b].

Jos§ je potrebno pokazati da za svaki € > 0 postoji subdivizija Py segmenta |a,b] takva
da je S(f, Ry) — s(f, Py) < ¢, gdje su S(f, Py) gornja, a s(f, Py) donja Darbouxova suma
funkcije f pridruzena subdiviziji Fy. Neka je P = {xg,z1,...,2,} proizvoljna subdivizija
segmenta [a, b] i neka vrijedi

m;(f) :=inf{f(x) : z € [x;_1, 2]}, mi(fi) == Inf{fe(z) : z € [z;_1, 2]}

M;(f) ==sup{f(z) : x € [x;_1, %]},  M;(fx) = sup{fu(x) : x € [x;_1, ]}
Tada iz zapisa (3.5) slijedi

milfi) = g —ay ST M) < MiCh) + Vk > ko,

4(b—a)’

pa dobivamo




Vrijedi

S(f, P) = s(f, P) = D_IMi(f) = mi(P)(wi — wi1)

< Z[Mi(fk) — m;(fi) +

= S(fe, P) = s(fu, P) + .

Kako je funkcija fi, k > kg, integrabilna na segmentu [a, b], za svaki £ > 0 postoji subdivizija
Py segmenta [a, b] takva da je S(fx, Po) — s(fr, Fo) < 5.

Zato je S(f, Po) —s(f,Po) <+ =e.

b) Neka je € > 0, onda zbog uniformne konvergencije postoji ky € N takav da vrijedi

|fr(z) — f(2)| < ﬁ za svaki k > ko i za sve x € [a, b].

bfk(x)d;v - bf(x)dac
J ey |

Za sve k > kg vrijedi

b
/ (o) — fla))de

b
< / (@) — f(2)]da

b

€
< d
_/Gb—ax

= &«

Pokazali smo da je
b b
lim/ fk(a;)da;:/ f(x)dx.
k—oo [, 5
O

Lema 3.22. ([2/) Neka je (fi) niz funkcija fi : [a,b] — R koji uniformno konvergira prema
funkcigi f : [a,b] — R na [a,b]. Ako je svaka od funkcija fi, neprekidna u tocki xy € [a,b],
onda je i granicna funkcija f neprekidna u x.

Dokaz. Neka je € > 0. Zbog uniformne konvergencije postoji kg € N takav da vrijedi

|fi(z) — f(2)| < % za svaki x € [a,b] 1 za svaki k > k. (3.6)
Funkcija fi, je neprekidna u tocki xg, pa postoji 6 > 0 takav da je
5
(Vo € (2o = 8,20 +0) Na,b]) [ fiy () = fio (@0)] < 3. (3.7)

Zato za svaki k > ko i za svaki x € (xg — 0,29 + 0) N [a,b]) pomocu zapisa (3.6) i (3.7)
dobivamo

|f(z) = f(zo)| = | (@) — fuo(2) + fio(2) — fio(@0) + fio(20) — f(20)]
< (@) = fro (@) + | fro (2) = fro(@0)| + [ fio (o) — f(20)]
Eaiy
Odnosno f je neprekidna u tocki xg. O



Lema 3.22. pokazuje kako uniformna konvergencija ponekad osigurava zamjenu limesa.

Odnosno vrijedi:
lim lim fi(z) = lim lim fg(z)

T—x0 k—00 k—o0 =2

Jednakost pokazuje kako je limes kad z — 2y od f(z) jednak limesu kad k — oo od fi(zo),
odnosno f(zg).

Neka je zadan neki skup S'i ) fi red realnih funkcija fi : S — R. KaZzemo da red > f
konvergira (uniformno konvergira) prema funkciji f : S — R na skupu S ako niz parcijalih

s . k . - ,

suma (sy), koji definiramo sa s, = > ., f;, konvergira (uniformno konvergira) prema f.
U nastavku éemo navesti korolare koji nam govore kada se konvergentni redovi funkcija smiju
integrirati i derivirati ¢lan po ¢lan.

Korolar 3.23. (/2]) Neka red > ;" fx neprekidnih funkcija fi, : [a,b] — R uniformno
konvergira prema funkctji f na [a,b]. Tada za svaki x € [a,b] red Y p- f fre(t)dt konvergira
i suma mu je [ f(t)dt, t.

[ (z f,m) dt = z ([ noa).

Dokaz. Parcijalne sume s, = Zle fi tvore niz neprekidnih funkcija na segmentu [a, b].
Buduéi da taj niz uniformno konvergira prema funkciji f, prema lemi 3.22., f je neprekidna
na [a, b]. Zato su f i sve funkcije sy neprekidne i na svakom manjem segmentu [a, x|, x € [a, b],
pa su zbog toga i integrabilne na [a, x]. Prema teoremu 3.21. vrijedi

/f = lim xsk(t)dt,

k—oo J,

[ (Z o) a=5=(f nom).

Uniformna konvergencija niza derivabilnih funkcija ne osigurava derivabilnost grani¢ne
funkcije. U sljede¢em primjeru pokazat ¢emo da i kad imamo derivabilnu grani¢nu funkciju
derivacija i limes ne moraju komutirati.

tj.

U

Primjer 3.24. (/1)) Uprimjeru 3.4. pokazali smo da niz funkcija (fx), gdje je fr. : R — R
definirana formulom fi(z) = 5 Tor konvergira po tockama prema funkciji f = 0. Vidjeli
smo da deriwacija i limes ne komutiraju u tocki x = 0. Pokazat éemo da taj niz konvergira 1
uniformno na R. Vrijeds

(@)l = ﬂ(lf@?) N \}E(ljt2>

gdje je t = Vk|x|. Zbog (1 —t)? > 0 slijedi 2t < 1+ 12, pa imamo

, Vt € R.

Dobiwvamo



Za zadani € > 0 odaberimo ky = ﬁ. Tada vrijed:

|fx(x)] <€ za sve x € R kad je k > ky.

Sto dokazuje da niz (fy) uniformno konvergira prema nul funkciji na R.
Sljedeci teorem govori nam o komutiranju derivacije i limesa niza funkcija.

Teorem 3.25. ([2]) Neka je (fi) niz neprekidno derivabilnih funkcija (derivacija je nepre-
kidna funkcija) fi : [a,b] — R koji na [a, b] konvergira (obicno) prema funkeiji f : [a,b] — R.
Ako niz derivacija (f;) uniformno konvergira na |a,b] prema funkciji g, onda je funkcija f
deriwabilna 1 f' = g, tj.

d . . d

oo (im fi) = lim (= fi).

Dokaz. Znamo da je f; neprekidna funkcija na segmentu [a, b] , pa prema lemi 3.22. slijedi
neprekidnost funkcije g na segmentu [a, b]. Zato je ona integrabilna i na svakom segmentu
[a,z], x € (a,b]. Iz teorema 3.21., za svaki z € (a, b] dobivamo

[ ottt =t [ it = Jim (o) - )] = @) - f(a),
odnosno vrijedi
f@) = 5@+ [ gt o el
Sada iz posljednje jednakosti zaklju¢ujemo da je f derivabilna i f' = g. O

Korolar 3.26. ([2]) Neka red > -, fr neprekidno derivabilnih funkcija fi : [a,b] — R
konvergira prema funkciji f : [a,b] — R i neka red Y o | fi uniformno konvergira prema
g:la,b] = R. Tada je f' = g na [a,b], t.

(Z fk> => fi
k=1 k=1

Dokaz. Parcijalne sume s = Zle fi tvore niz neprekidno derivabilnih funkcija na [a, b]. Taj
niz konvergira prema funkciji f, a niz (s}) uniformno konvergira prema funkciji g. Prema
teoremu 3.25. slijedi tvrdnja. O

4 Neprekidnost 1 uniformna konvergencija

Znamo da neprekidnost niza funkcija nije dovoljna da bi i grani¢na funkcija bila neprekidna.
Iduéi teorem nam govori da je dovoljno zahtijevati uniformnu neprekidnost niza funkcija.

Teorem 4.1. ([2]) Neka je X topoloski prostor i (fi) niz funkcija fr, : X — R koji uniformno
konvergira prema funkciji f : X — R. Ako je svaka od funkcija fi, neprekidna u tocki zy € X,
onda je i granicna funkcija f neprekidna u xg.

Dokaz. Neka je € > 0. Zbog uniformne konvergencije postoji kg € N takav da vrijedi

|fi(z) — f(z)| < % za svaki x € X i za svaki k > k. (4.1)

11



Zbog neprekidnosti funkcije fi, u tocki zy, postoji otvorena okolina U tocke z, takva da
vrijedi

(V2 € U) |fi(@) = fio(a0)] < 2. (42)

Sada za svaki k > ko i za svaki x € U prema zapisima (4.1) i (4.2) dobivamo

|f(x) — f(zo)| < |f(x) — frol@)| + | fro (%) — fro(x0)| + | o (0) — F(0)]
ML
= E.

Odnosno f je neprekidna u tocki xg. O

Korolar 4.2. ([2]) Neka je X topoloski prostor i neka je > fi red realnih funkcija fi, : X —
R koji uniformno konvergira prema funkciji f : X — R. Ako je svaka funkcija f neprkidna
u tocki xg € X (odnosno, na X), onda je i funkcija f neprekidna u tocki xy € X (odnosno,
na X).

Dokaz. Parcijalne sume s;, = Zle fi tvore niz neprekidnih funkcija. Kako taj niz uniformno
konvergira prema funkciji f, prema teoremu 4.1. funkcija f je neprekidna. O

Neka je X topoloski prostor. S BC(X,R) ozna¢imo skup svih omedenih neprekidnih
realnih funkcija f: X — R. O¢ito je BC(X,R) potprostor vektorskog prostora B(X,R) te
je 1 on normiran prostor s uniformnom normom ||f|l« = sup,ex |f(2)|.

Za dokaz sljedeceg korolara potreban nam je sljedeéi teorem.

Teorem 4.3. (/2]) Neka je (X,d) metricki prostor. Skup F C X zatvoren je onda i samo
onda ako svaki niz (zx) u F koji konvergira u X ima limes u F.

Korolar 4.4. ([2]) Ako je X topoloski prostor, onda je skup BC(X,R) zatvoren u

Dokaz. Prema teoremu 4.3., dovoljno je pokazati da skup BC'(X, R) sadrzi limese svih svojih
konvergentnih nizova. Neka je (fi) niz funkcija u BC(X,R) koji konvergira prema funkeiji
f € B(X,R). Treba pokazati da je f neprekidna na X. Kako prema primjedbi 3.13.
konvergencija niza funkcija (fi) u normi || - || zapravo zna¢i uniformnu konvergenciju tog
niza, niz (fx) je niz omedenih neprekidnih funkcija koji uniformno kovergira prema funkeiji
f. Prema teoremu 4.1., f je neprekidna na X, odnosno f € BC(X,R). O

U nastavku ¢emo navesti i dokazati Dinijev teorem.

Teorem 4.5. ([4]) Neka je S kompaktan prostor i (fy) niz neprekidnih funkcija fr : S — R
koji konvergira (obicno) prema funkciji f : S — R. Ako je niz (fx) monoton i funkcija f
neprekidna, onda (f) konvergira prema f uniformno.

Dokaz. Pretpostavimo da niz (fy) raste, odnosno za svaki s € S niz (fi(s)) je uzlazan niz
realnih brojeva. Kako je klim (fe(s)) = f(s), za svaki s € S, onda za svaki € > 0 postoji
—00

k(s) € N takav da vrijedi
£

0 < f(s) = fre(s) < 3 (4.3)

Zbog neprekidnosti funkcija f i fi(s) u tocki s postoji otvorena okolina U(s) tocke s tako
da vrijedi

teUls) = 1f() - ()] < 3, (4.4)
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te Uls) = lfua(t) = fia ()] < <. (4.5)
Iz (4.3), (4.4) i (4.5) sada slijedi

f@) = oo (@) = |F () — frw ()] <&, t € U(s). (4.6)
Kako je niz (fx(t)) uzlazan, prema zapisu (4.6) dobivamo
1f(&) = ful®)] = f(&) — fu®) < ft) — fr)(t) <&, (4.7)

k> k(s), t € U(s).

Familija (U(s),s € S) je otvoren pokriva¢ za S, pa postoji konac¢an potpokrivaéc
(U(s1),-..,U(s;)), r € N (slika 3.).

fk(sz)

//\ fien
i f-g

\_\

s

©

| S2 $1

k_US1“—
i —— Usz_—)‘

Slika 3. ([4])

Neka je kg = max{k(s1),...,k(sr)}.
Za proizvoljnu tocku t € S postoji i € {1,...,r} takav da je t € U(s;). Ako je k > ko,
onda je k > k(s;), pa iz (4.7) slijedi

f(t) = fu(®)] <e.

Odnosno imamo uniformnu konvergenciju. Za silazan niz (fy) zakljucak se dobije analogno,
promatranjem uzlaznog niza (— fi). O
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