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Sazetak:

U ovom radu bavit ¢emo se veriznim razlomcima. Proucavat ¢emo osnovna svojstva veriznih
razlomaka, konacne i beskonacne verizne razlomke te njihove konvergente. Detaljnije ¢emo
prouciti svojstva periodskih veriznih razlomaka. Na kraju rada ¢emo navesti neke zanimljive
primjene vezane za verizne razlomke.

Kljucne rijeci:
verizni razlomci, konac¢ni verizni razlomci, beskonacni verizni razlomci, periodski verizni
razlomci, konvergente, diofantske jednadzbe



Continued fractions

Abstract:

In this work, we will deal with continued fractions. We will study the basic properties of
continued fractions, finite and infinite continued fractions, and their convergents. In more
detail, we will study the properties of the periodic continued fractions. In addition, we will
list some interesting applications related to continued fractions.

Keywords:
continued fractions, finite continued fractions, infinite continued fractions, periodic continued

fractions, convergents, diophantine equations
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Uvod

Pocetkom veriznih razlomaka smatra se vrijeme starogrckog matematicara Euklida iz Atene,
tocnije vrijeme nastanka Euklidovog algoritma. Jedan od ranijih matematicara koji su
proucavali verizne razlomke je i indijski matematicar Aryabhata (475. — 550.). Aryabhata je
koristio verizne razlomke u odredivanju rjesenja linearnih diofantskih jednadzbi, no on nije
imao dobro razvijenu op¢u metodu, ve¢ je razlomke koristio u nekim odredenim primjerima.
Smatra se da moderna teorija veriznih razlomaka poc¢inje u 16. i 17. stoljeéu u doba tali-
janskih matematicara R. Bombellia i P. Cataldia. Nakon njih svojim proucavanjima teorije
veriznih razlomaka veliki doprinos su dali matematicari: J. Wallis, C. Huygens, L. Euler, J.
Lambert, J. L. Lagrange, C. F. Gauss i drugi. U 18. stolje¢u Euler je uoc¢io kako Euklidov
algoritam pomaze pri postupku razvoja racionalnog broja u verizni razlomak. U 19. stolje¢u
znatno se povecava proucavanje veriznih razlomaka i upravo se to stolje¢e smatra zlatnim
dobom veriznih razlomaka. Verizni razlomci koriste se u numerickoj aproksimaciji i u racunu
s transcendentalnim funkcijama'. Upravo te primjene jamée da ¢e se verizni razlomci uvijek
upotrebljavati i da nikada nece biti zaboravljeni. Takoder, verizni razlomci imaju mnogo-
brojnu primjenu.

U prvom poglavlju definiramo verizne razlomke i osnovna svojstva. Navodimo algoritam za
razvoj realnog broja u verizni razlomak te na kraju poglavlja govorimo o konvergentama i o
nekim njihovim relacijama.

Drugo poglavlje govori nesto vise o konacnim veriznim razlomcima. Pokazan je postupak i
primjer razvijanja racionalnog broja u verizni razlomak pomoc¢u Euklidovog algoritma.

U tre¢em poglavlju navodimo primjere beskonacnih veriznih razlomaka te da je zapis iraci-
onalnog broja u beskonacan verizni razlomak jedinstven. Opisan je periodski verizni razlo-
mak te je naveden jos jedan postupak dobivanja beskonac¢nog veriznog razlomka. Naveden
je algoritam za razvoj kvadratne iracionalnosti u verizni razlomak i primjer.

U posljednjem, ¢etvrtom poglavlju opisujemo neke primjene u kojima se pojavljuju verizni
razlomci.

IEksponencijalne, trigonometrijske funkcije i logaritmi



1. Osnovni pojmovi i svojstva

1.1. Definicija i osnovna svojstva

Definirajmo najprije verizne razlomke i navedimo njihova osnovna svojstva.

b
Definicija 1.1. Svaki izraz oblika oo = ag + 0 3
i
ap +
1 . by
a —_—
2 by
as s ——
gdje su a;, b; proizvoljni izrazi nazivamo verizni razlomak.
Definicija 1.2. Brojevi a;, 1 = 0,1,...,n zovu se parcijalni kvocijenti veriznog razlomka.
Ukoliko je ag cijeli broj, a a; prirodni brojevi te b; =1, 1 = 1,..., tada kaZemo da je verizni

razlomak jednostavan. Jednostavan verizni razlomak mozemo krace zapisati kao |ag, ay, . . .].

Navedimo nekoliko jednostavnih svojstava veriznih razlomaka.

Napomena 1.1. (Osnova svojstva.)
a) [a07 Aty ... Qp_1, an] = [a07 aiy...,0p_1,0n — 17 1]7
1 _
b) ] = [0, ag,ai,...,an].
U nastavku donosimo algoritam za razvoj realnog broja u jednostavni verizni razlomak.

Neka je o € R tako da je |a| = ag. Ako je a # ag, onda « piSemo u obliku a = ag+ o%’ gdje

je aq > 1 te stavimo || = a1. Ako je ag # a1, onda oy pisSemo u obliku oy = a3 + a%, gdje
je ag > 1 te stavimo |az| = as. Proces mozemo nastaviti sve dok ne bude da je a,, = ay,
n € N. Kada je oy, = a, tada vrijedi:

1
Qg = Qg + 1
i az+
ik
Takav razlomak zovemo konaé¢ni verizni razlomak te pisemo [ag, ai, . .., ay].

Ako je o, # a,,Vn € N onda dobijemo beskonacan razvoj u verizni razlomak koji je oblika




Beskonacan verizni razlomak mozemo krace zapisati kao [ag, a1, as, as, .. .].

Napomena 1.2. Uocimo da je ag € Z,a; € N, za sve 1.

1.2. Konvergente

Definicija 1.3. Svaki racionalan broj

Pr
- = [a’07a17a27 s >a’k]
4k
za k < n zovemo k-ta konvergenta od [ag, a1, as, . .., ay).
Teorem 1.1. Brojnik py i nazivnik q, k-te konvergente od [ag, a1, as, . .., a,| zadovoljavaju
sljedece rekurzivne relacije:
Pk = QkPk—1 + Pk—2, Po = ao, p1=a1a9 + 1,
Gk = Qkqr—1 + Qr—2, q =1, q = ay,
sake{2.8,4,...,4)
Dokaz. Kada je k = 0 imamo ¢y = % = P tejeqo = 1ipy = ag. Dokaz provodimo metodom
matematicke indukcije.
Baza indukcije: za k = 2, vrijedi
[ ] + -
co = |ag,a1,a9] =a =@ —
2 0,5 42 0 ap + é 0 1a22+1
_ 4 as . ag(araz + 1) + as
. ayag + 1 a,ag9 + 1

as(apar + 1) + ag _ @2p1 + Po
ayag + 1 asgr + 1

Pretpostavka indukcije: pretpostavimo da za k = m tvrdnja vrijedi te tada imamo

Pm AmPm—1 + Pm—2
Bry = [Bigs By w55 3 ] = — = .
dm Amdm—1 At dm—2

Korak indukcije: pokazimo da tvrdnja vrijedi i za kK = m + 1, tocnije da vrijedi

o o pm+1 o am—i—lpm + Pm—1
By i1 = |Qipelliys o+ 51y By B 1] = = .
Qm—i—l am+1Qm = dm—1




v . o . 1 .
Uoc¢imo da nam je ¢pqe1 = [ag, a1, -, Gme1] = [ag, @1,y Q1 <am -+ am+1>] zapis Cpi1

pomocu m ¢lanova veriznog razlomka. Sada koristeé¢i pretpostavku indukcije dobivamo

i <am Lo amlJrl) Pm—1 + Pm—2
cm+1:[ao,al,...,am_1,<am+ >] — 1 ‘
Am+1 (CLm + —am+1> Qm-1 + Qm—2

Mnozeéi brojnik i nazivnik prethodne jednakosti s a,,,; dobivamo

- o (amam+1 + 1)pm—1 + am—i—lpm—Q
m+1 — .
o (amam—H + 1)qm—1 + am—i—lqm—Z

Nakon mnozenja sa zagradom te izlucivanja a,,,; dobivamo

Am+1 (ampm—l + pm—2> + Pm—1
am+1(aQO—1 + Qm—2) + dm—1

Cm+4+1 =

Kako nam je a;,pp—1 + Pm—2 = Pm, 0dnosno, a,,gm_1 + ¢m_2 = gm onda ¢,,,1 zapisujemo u
obliku

am+1pm + Pm—1 _ pm—H
am—i—lqm 4 dm—1 qm-l—l

Cm+1 =

te tvrdnja vrijedi i za k =m + 1. 0

Napomena 1.3. Metodom matematicke indukcije moze se pokazati da vrijedi relacija prqr_1—
Proaqe = (1), k> -1,

U beskona¢nom veriznom razlomku uzmimo kona¢no mnogo ¢lanova [ag, ay, as, . . ., ag).
Takav dobiveni izraz zovemo k-tom konvergentom beskonaénog veriznog razlomka.
Konvergente zadovoljavaju ista svojstva kao i konvergente konacnog veriznog razlomka.

Propozicija 1.1. Neka je ¢, = 5—" konvergenta u razvoju broja x u beskonacni veriini
razlomak. Tada vrijedi:

1

dn Qn+1 ‘

T —cy, <

Dokaz. Vidi [5]. O



Propozicija 1.2. Neka je ¢, = Zﬁ konvergenta u razvoju broja |ag,ay, as, . .

verizni razlomak. Za sve k > 1 vrijedi:

-1 k+1
a) Cp — Cp—1 = L:
qrkqk—1
ar —1 I
b) Cr — Cp_9 = M
qrqk—2

Dokaz. Dokaz se provodi koristenjem rekurzivnih relacija za p, i q,.

a)

Cr — Ck—1

Cr — Ckg—2

Pt Pk-—1

qk qk—1

Prdr-1 — Pr1gr _ (—=1)F*!

qkqr—1 WeGh—1

Pt _ Pk—2 _ Pkk—2 — Pk—29k

dk qk—2 qrkqk—2

(akpr—1 + Pr—2)qk—2 — Pk—2(Qkqk—1 + Qr—2)
qkqk—2

] u beskonaéni

AkPk-19k—2 + Pk—2qQk—2 — AQkqQk—1DPk—2 — Pk—2Gk—2

qkqk—2

ar(Pr-1Gk—2 — Qe-1Pk—2) _ (=1 e

qkqk—2 qk4qk—2 '




2. Konaé¢ni verizni razlomci

U ovom ¢emo dijelu opisati svojstva konacnih veriznih razlomaka. Navedimo najprije jedan
primjer kona¢nog veriznog razlomka.

Primjer 2.1. Odredimo broj ¢iji je verizni razlomak zadan s [4,5,7] :

i 151
4,57 =4+ ——="—.
[77] +5 1 36
T

Teorem 2.1. Svaki konacéni verizni razlomak moze se prikazati racionalnim brojem. Obratno,
svaki racionalan broj mozemo prikazati u obliku konacnog veriznog razlomka.

Dokaz. Prvo pokazimo prvu tvrdnju, a nakon toga i obrat. Pomocéu matematicke indukcije
po duljini veriznog razlomka ¢emo dokazati prvu tvrdnju. Uoc¢imo da vrijedi [ag] = ay.
Pokazimo sada prvi korak matematicke indukcije za n = 1.

agay —+ 1

[aﬂ) al] = a

Kako je ag € Z i a; € N, vrijedi da je [ag, a1] € Q te smo tako pokazali bazu indukcije. Neka

je [a1, ag,as, ..., a,] racionalan broj. Za n > 1 imamo
1
lag, a1, as, a3, ... a,] = ag+ :
[ah az, ag, . .. aan]
Sada zbog pretpostavke [a, as, ..., a,] € Q moZzemo pisati
1
[ag, a1, aa,...,an] = ag +
q

gdje nam je £ € Q. Sredivanjem desne strane jednakosti dobivamo @—I;iq € Q, te smo time

pokazali da je [ag,aq,as,...,a,] € Q.

Dokazimo sada obrat. Pretpostavimo da je 3 € Q, b > 0. Pomoc¢u matematicke indukcije
a

po b pokazat ¢emo da se § moZe zapisati kao konacan verizni razlomak. Za b = 1, slijedi

= g = [g].

b



Pretpostavit ¢emo da se svaki racionalni broj kojemu je nazivnik manji od b moze zapisati
kao konacan verizni razlomak. Pomoc¢u teorema o dijeljenju s ostatkom pisemo a u sljede¢em
obliku a = bag+r, gdje je ag € Z i r cijeli broj za koji vrijedi 0 < r < b. Dijeljenjem dobivene
jednakosti s b dobivamo,

a T
PR

U slucaju kad je r = 0, onda je £ = ag = [ag] te tvrdnja vrijedi.

b
U slucaju kad je r # 0, tada je § = ag + 5. Koristeci pretpostavku indukcije da je

3=

b

— = [ay,09,...,0a,]

r
za neke aj,...,a, € N. Kako je g > 11 ay je pozitivan broj, slijedi nam da je § =
lag,aq,...,a,], ato je i trebalo dokazati. O

Razvoj racionalnog broja u verizni razlomak moze se dobiti i iz Euklidovog algoritma.
Neka su x € Z i y € N. Koristeéi teorem o dijeljenju s ostatkom dobivamo niz jednakosti:

T =yq + 11, O<ri<y

Yy =Tri1q2 + Ty, 0<ryg<m

7‘1:7"QQ3—|—T’3, 0<T’3<T2
Tj_2 :Tj_lqj—I—Tj, 0 <r; <Tj

Tj—1 = Tjqj41-
Tada je (z,y) = r;, tj. zadnjem ostatku koji nije nula [3].

Primjer 2.2. Razvijmo racionalan broj % u verizni razlomak. Odredimo najveci zajednicki
djelitelj pomocu Euklidovog algoritma na gore navedent nacin. Postupak staje kada dobijemo
ostatak jednak nuli. Tada vrijedi:

101 = 3- 31 +8,
31=3-8+7,
B=1:7+1,
?="T.1

Takoder, dijeljenje moZemo pisati i na sljedeci nacin,

101 8
31 =9+ 31
Lo
_ 1
S—1+1



Tada 1% mozZemo zapisati 1 ovako:

CLUJF WAV WY WHNE S IR S F—
31 " 31 T AT T34 T34l o7

~loo| =
w
+

ili [3,3,1,7] te smo racionalan broj % razvili w verizZni razlomak.

Analognim postupkom kao u prethodnom primjeru, moze se pokazati da je razvoj u
verizni razlomak broja % = [q0,q1, -, Gns1], pri cemu su ¢;, i = 0,1,...,n + 1, dobiveni
postupkom danim u Euklidovom algoritmu.

Dokazimo u nastavku jedno svojstvo konac¢nih veriznih razlomaka vezano uz duljinu razvoja

u verizni razlomak racionalnog broja.

Teorem 2.2. Svaki racionalan broj 5 moze se zapisati u obliku jednostavnog veriznog raz-
lomka tako da broj ¢lanova razvoja bude neparan ili paran.

Dokaz. Neka je § = lag, ai, ..., a,]. Ako je a, = 1 onda vrijedi

1 1

— =
S T e an_1+1

te racionalan broj mozemo prikazati u obliku:

xz
; = [ao,al, ey Qp_9,0p_1 + 1]

Ako je a, > 1 onda vrijedi

te racionalan broj mozemo prikazati u obliku:

T
— = [ao,al, ey Qp_92,0p_1,0p_1 — 1, 1]

Primjenimo svojstva iz prethodnog teorema na jednom primjeru.



Primjer 2.3. Vrijed:

tj. 5= [5,8] = [5,7,1].
U sljede¢em primjeru ¢emo vidjeti kako se odreduju konvergente u razvoju broja u verizni
razlomak.

. . - . . 101
Primjer 2.4. Odredimo konvergente racionalnog broja =3 .

Znamo 1z Primjera 2.2. da je razvoj broja 13%1 u verizni razlomak iduci:
101—3+8—3+1—3+ ! =34+ ! =3+ -
31 " 31 8T 34l T U3+3 3414
7 +7
Promotrimo iduéi postupak:
g =22 =3 =5
40
P1 1 10
&1 @ [ ) ] + 5 5 )
P2 1 13
=i = 3, 3, 1 = 3 + = —_%
Co q2 [ ] 3 +% 4
1 101
=22 =[3,3,1,7=83+——=—.
qs 3+ 41 31



3. Beskonac¢éni verizni razlomci

Navedimo nekoliko primjera beskonacnih veriznih razlomaka. Razvoji se dobiju koristenjem
algoritma opisanog u prvom poglavlju.

Primjer 3.1. a)

T~ 3.14159265358979323846264338327950288419716939937510582097494459230781640.
b)

Propozicija 3.1. Jednostavni beskonacni verizni razlomci predstavljaju iracionalan broj.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. da jednostavan beskona¢an verizni razlomak predstavlja
racionalan broj. Neka su a i b relativno prosti i § = [ag, a1,...] te ¢, = % n-ta konvergenta

veriznog razlomka. Za dovoljno velik n vrijedi | b [< g,,. Kako je § # g—", mnoze¢i unakrsno

dobijamo da vrijedi ag, —bp, # 0. Koriste¢i nejednakosti (Propozicija 1.1.) | ¢ — be |< qnqiﬂ

i1|b|< qn < ¢ugr, zakljucujemo da vrijedi

0]

qn+1

0 <| ag, — bp, |< <1

Kako je agq, — bp, cijeli broj, dosli smo do kontradikcije s pretpostavkom te smo dokazali
tvrdnju. U

Teorem 3.1. Neka za x € 1 vrijeds
r = [ao,al, ¥ 5 ] = [bg,bl, . .],
gdje su a, 1 b, cijeli brojevi. Tada je a, = b,, zan > 0.

Dokaz. Vidi [5]. O

10



Prethodni teorem pokazuje da je zapis iracionalnog broja u obliku beskonacnog veriznog
razlomka jedinstven.

Teorem 3.2. Neka je 22 razvoj iracionalnog broja o u verizni razlomak. Tada vrijedi
q
n

lim& = q.

dn

Dokaz. Vidi [2]. O

3.1. Periodski verizni razlomci
Razvoj u beskonaéni verizni razlomak broja v/2 je
2 =1,22%:-] =1,7

gdje 2 znaci da se taj broj uzastopno ponavlja pa takve verizne razlomke zovemo periodski
verizni razlomci.

Definicija 3.4. Beskonacni verizni razlomak [ag, a1, as, .. .| je periodi¢an ako postoje s € N
+ N € N takvi da vrijedi ay, = ayys, za svaki k > N. Takav s zovemo duljina perioda verizZnog
razlomka, te pisemo

T = [aOaa17a2> <o, AN-1,aN, - - - 7aN+s—1]7

gdje GN, ..., aN+s—1 2naci da se brojevi ay, . ..,anNys—1 ponavljaju. Kada je N = 0, tocnije
nema dijela brojeva koji se ne ponavljaju, onda kazemo da je verizni razlomak c¢isto periodican
te piSemo

x = [@g, a1, A2, - - -, Gs—1)-

Kao to smo naveli da se v/2 moze razviti u beskona¢an periodi¢an verizni razlomak
tako se moze i pokazati da se svaki y/n, gdje je n € N, n # [J, moze razviti u beskonacan
periodican verizni razlomak. U tu svrhu uvest ¢emo pojam kvadratne iracionalnosti.

Definicija 3.5. [racionalan broj x je kvadratna iracionalnost ako je x korijen kvadratne
jednadzbe s racionalnim (cjelobrojnim) koeficijentima i pozitivnom diksriminatnom.

Teorem 3.3. Ako je x periodican verizni razlomak, onda je x kvadratna iracionalnost.

Dokaz. Neka je x = [ag,a1,...,ap_1,0pn, Ghet, -5 Gnei_1) 1 y Cisto periodski dio od z, tj.
Yy = [ah, Ap41y .- - ,ah+l_1] = [bg, bl, ey ,bl_l]. 1z Yy = [b(), bl, 5 il 7bl—1; y], ShJedl

_ Wi+ T2
_ .
Ysi—1 + Si—2

11



gdje je 78"— i - ta konvergenta broja y. To je kvadratna jednadzba s cjelobrojnim brojevima i
pozitivnom diskriminantom. Kako y nema konacan razvoj u verizni razlomak te nije raci-
onalan, onda je kvadratna iracionalnost. Pogledajmo sada = = [ag,ay, ..., an_1,y]. Neka su
% konvergente od x = [ag, a1, ...,an_1,...]. Tada je

= YPh—1 + Ph—2

Yqh-1+ qh-2
Kako je y kvadratna iracionalnost, tada je i « kvadratna iracionalnost. U
Prethodni teorem dokazao je Euler.
Iracionalan broj x moze se prikazati u obliku [ag, ay, ..., a,_1,%,], gdje je aq cijeli broj, =,
iracionalan broj koji je veéi od 1, a ay,...,a,_1 prirodni brojevi. Razvoj broja x u verizni
razlomak moze se dobiti tako da stavimo:
& = |z,
1

a1 = ka—lj )

T =

zal <k <n.

Teorem 3.4. Neka je d € N, d # 0. Tada je razvoj u verizni razlomak broja \/d =
[ao, ai,...,02,01, QCLQ] 4

Dokaz. Vidi [4]. O

Teorem 3.5. Neka je a = %‘/E, a,bc € Z, b0 ,b>01ic# 0. Tada je kvadratna
wractonalnost o periodski verizni razlomak.

Dokaz. Vidi [5]. O

Navedimo algoritam za razvoj kvadratne iracionalnosti u jednostavan verizni razlomak.

Neka je a = % kvadratna iracionalnost. Zelimo dobiti a = [ag, a1, as,...]. Za i € Ny

12



vrijede sljedec¢e jednakosti:

si +Vd

t;

a; = | Iy

Siy1 = Gty — 55,

2

tiy1 =
1+1 tl

Ako je s;t; > 0 onda je Lsiz‘/aj = Lsﬁtti\/ajj.

Napomena 3.1. Za prirodan brojd, d # 0, d =1 (mod 4) i a = 1+2—*/E te uz sg = tg =1,

ap = 294 i ameo:

2t
d—s? sip1+Vd sip1+Vd
_— — +1 — el — =1
Siy1 = 2at; — S, tiv1 = —g. > Qip1 = =5 Aip1 =~y
Takoder, vrijede iduce simetrije:
G = Wp_gs i=1,2,...,0 —1, a; = 2a9 — 1,

Si41 = Sl—is i:0,1,...,l—1
= t_i, i=0,1,...,1—1.

’

Moze se pokazati da za s; i t; 1z algoritma za razvoj kvadratne iracionalnosti u verizni razlo-
mak vrijede sljedecéa svojstva (vidi [4]):

(1) s; = siy1, tada vrijedi da je duljina perioda parna, tj. | = 2i.
(2) t; =tiy1, tada vrijedi da je duljina perioda neparna, tj. | = 2i + 1.

Primjer 3.2. Razvijmo broj a = /13 u verizni razlomak.
Zapisimo o v obliku o = [”—I/ﬁ. Slijedi:

80:0, tozl, GOZL\/13:3J7

— — __ 13-9 __ _ 3+v13 __
Sl—aoto—SO—?),tl— 1 —4,@1— 1 —1,
— _ _ 13-1 __ _ 14v13 __
52—a1t1—31—1,t2— 1 —3,@2— 3 —1,
— _ __ 13-4 __ _ 24v13 __
53—a2t2—52—2,t3— 3 —3,@3— 3 —1,
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—_
+
>
w

— — _ 13-1 __ — —
54—a3t3—s3—1,t4—T—4,a4— —1,

= — _ 13-9 __ —
55—a4t4—s4—3,t5—T—1, as =

w
_|_
>
w
I

D

Kako je ay = 2as, postupak ce se ponavljati unedogled i itmamo
a=[3T11116|.

Primjer 3.3. Razvijmo broj a = vn? + 1, n € N u verizni razlomak.
Nas a je oblika o = L{ﬁ*l, so =0 ity = 1. Odredimo najvece cijelo od \/n?> 4+ 1. Uocimo
da vrijede iduée nejednakosti:

n?<n?’+1<n?+2n+1=(n+1)?%
n<vn?+1l<n+1 panamje|a] =n

pa je

n24+1-—n2 n+n
si=aglg—Sso=n—0=mn,1, =2 =1, a = || =2n,

3 )
82:a1t1—81:2n—n:n,t2:”+1 n :1,QQZL%J:2TL,

Iz gornjeg postupka slijedi da je o = [n, 2n].
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4. Primjene veriznih razlomaka

Verizni razlomci imaju brojne primjene. Neke od primjena razradit ¢emo u ovom poglav-
lju. Vise detalja o primjenama veriznih razlomaka u glazbi, astronomiji, kvadratnim jed-
nadzbama, itd. moze se naéi u [1].

4.1. Linearne diofantske jednadzbe

Verizni razlomci primjenjuju se u rjesavanju linearnih diofantskih jednadzbi. Rjesenja di-
ofantskih jednadzbi su cijeli brojevi. Promotrimo 3 vrste jednadzbi (vidi [3]):

a) ar — by = c,
b) ax + by = c,
c) Az + By = +C,

gdjesua,be N, c€Z, (a,b)=11 A, B,C eN.
Rjesenje jednadzbe a) dano je s
T = (qn-1C . bt?
Y = pn1c+at,
t € Z. Rjesenje jednadzbe pod b) dano je s

T =y_gt— b,

Yy = at — pr—1€,

t € Z. Uoc¢imo da jednadzbe imaju beskonacno mnogo rjesenja (z,y).

Primjer 4.1. Rijesimo jednadzbu 101x + 31y = 28.
Znamo da je raspis broja u verizni razlomak % = 1[3,3,1,7], a konvergente smo odredili u
Primjeru 2.4.

Po_, Pm_10 pp_13 py_ 101

qo0 q1 37 q2 4’ q3 3—1

Odredimo partikularno rjesenje jednadzbe 101z — 31y = 1.

(zo,Yy0) = (4,13) je partikularno rjesenje 101z — 31y = 1, tj. wrijedi 101 -4 — 31 -13 = 1.
Opée rjesenje zadano je s * = q,_1c — bt, y = at — p,_1¢, t € Z pa je opce rjeSenje zadane
jednadzbe:

r=98-4—31-t=112— 31t
y=101-¢t— 28-13 = 101t — 364.

Za jednadzbu c) pogledati u [3].
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4.2. Pellove i pellovske jednadzbe

Jedna od najceséih i najvaznijih primjena veriznih razlomaka u teoriji brojeva je upravo u
rjeSavanju Pellovih jednadzbi.

Definicija 4.6. Neka je d € N | takav da d # 0. Diofantska jednadzba oblika
2 —dy® =1,
naziva se Pellova jednadzba. Diofantsku jednadzbu oblika
2 —dy? =N, NE€eN
zovemo pellovska jednadzba.
Navedimo teoreme vezane uz rjesivost jednadzbi ovog tipa.
Teorem 4.1. Rjesenja u skupu N jednadzbe
r? —dy? = £1

nalaze se medu brojevima & = pp 1Y = Gn, @ Pp i @ Su konvergente u razvoju broja \/d.

Oznacimo s 1 = 1(\/d).

a) Ukoliko je l paran, tada su rjesenja jednadzbe x*> —dy* = 1 dana s & = ppi_1, Y = Gni—1,
n € N, dok jednadzba x* — dy* = —1 nema rjesenja.

b) Ukoliko je | meparan, tada jednadzba z* — dy* = 1 ima rjesenje u obliku x = py_1,

Y = Qu_1 za n paran, dok su sva rjesenja jednadzbe x* — dy? = —1 dana s © = py_1,
Y = Qui—1, 20 N neparan.
Dokaz. Vidi [4]. .

Teorem 4.2. Neka je (x1,y1) fundamentalno rjesenje jednadzbe x? — dy* = 1 u skupu pri-
rodnih brojeva. Tada su sva rjesenja te jednadzbe dana s (x,,y,), n € N, gdje su x,, y, € N
definirani sa

Dokaz. Vidi [4]. O
U sljedeé¢em primjeru rijesit ¢emo ovakve jednadzbe.

Primjer 4.2. Nadimo rjesenja jednadzbi x? — 13y? = +1 u skupu prirodnih brojeva.
Imamo /13 = [3,1,1,1,1, 6] te je l = 5. Sva rjesenja jednadzbe x*> — 13y> = —1 dana su sa
T = Psn_1 , Y = @5n—1 2a n neparan broj, a sva rjesenja x* — 13y* = 1 dana su sa T = ps,_1,
Y = Q5n—1 26 N paran broj.

n|-2|-110|1|2| 3| 4 5 6 7 8 9 10 17 12 13 14
a | - | -|3|1]1] 1] 1 6 1 1 i 1 6 1 1 1 1
pi| O 1 |8 47| 11| 18| 119 | 137 | 256 | 393 | 649 | 4287 | 4936 | 9223 | 14159 | 23382
q | 1 11112 3] 6| 83| 38| 71 | 109 | 180 | 1189 | 1369 | 2558 | 3927 | 6485

Dakle, rjeienja jednadzbe x? — 13y* = —1 su npr: x, = py = 18, y; = q4 = 5, T, = 23382,
Yo = 6485, dok je jedno od rjesenja jednadzbe x* — 13y* =1, 1 = 649, y; = 180.
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4.3. Problem kalendara

Verizni razlomci se koriste kod problema kalendara. Kako je trajanje suncane godine ekspe-
rimentalna veli¢ina, zamijenimo broj 365.242199 s pribliznom vrijednosti, tj.

200265 10463
365 4 205 ggp0
@ * 864005 13200

Kako je a racionalan po Teoremu 2.1. slijedi da je razvoj u verizni razlomak broja « raci-
onalan. Primjenom Euklidovog algoritma dobivamo sljedece

43200 = 4 - 10463 + 1348,
10463 = 7 - 1348 + 1027,
1348 = 1- 1027 + 321,
1027 = 3 - 321 + 64,
321 =564+ 1,

64=64-1,

odakle nam je o = [365,4,7,1,3,5,64]. Konvergente od a — 365 su iduce:

1 7 8 31 163 10463

4’ 29’ 33" 128’ 673’ 43200

Svaka od navedenih konvergenti daje nam jedno rjesenje za problem kalendara. Tako nam
iz prve konvergente slijedi da je prosjecno trajanje godine 365% dana. Iz toga nam slijedi da
¢e svaka cetvrta godina biti prijestupna. Tocnije, brojnik konvergente nam daje broj prijes-
tupnih godina, a nazivnik nam daje duljinu ciklusa. Prva konvergenta nam daje kalendar
koji se koristio do 16. stoljeca, tj. Julijanski kalendar. Druga i tre¢a konvergenta su dosta
kompliciranije i netoéne. Najpreciznicija nam je cetvrta konvergenta. Kod nje imamo gresku
od samo jedne sekunde koja je zanemariva.

4.4. Razvoj Fibonaccijevih brojeva u verizni razlomak

Fibbonacijev niz definiran je formulom F,, = F,, 1 + F,,_», Fy = 1, F; = 1. Uzmemo li dva
uzastopna clana Fibbonacijeva niza njihov kvocijent preko veriznog razlomka je idudi:

Fapr _ B 1 1
— E— Fn == Fn7 .
Fn F’I’L anl ]_ + ani
Nastavimo li na ovaj nac¢in, dobivamo % = [l 1 5 5 T

Duzina duljine @ u zlatnom rezu podijeljena je na dijelove velic¢ine = i a — x ukoliko vrijedi
rz:(a—z)=a:uz.
Ako omjer a : x oznacimo s 3, tada nas problem zlatnog reza dovodi do jedadzbe

B2—B—-1=0.
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Pozitivno rjesenje gornje kvadratne jednadzbe je 8 = #

. Jednadzbu zapisemo u obliku
B=p+1, /:8
pa je

B=1+

L
5

Uvrstimo li s desne strane izraz za (3, dobivamo

Tada je prikaz zlatnog reza u obliku veriznog razlomka g = [1,1, 1,1,
1 2858 18

...], a konvergente su :
I 1155305 g - - - Mozemo zakljuciti da su brojnici i nazivnici redom upravo Fibonaccijevi
brojevi pa vrijedi

P Fn+1
lim =

n—oo [, 5
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