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Sazetak

Cilj ovog zavrsnog rada je opisati gibanje harmonijskog oscilatora, prvo vlas-
tite oscilacije neprigusenog sustava, a zatim slucaj kada u sustavu imamo
prigusenje. Zatim ¢emo promatrati slucaj kada na sustav djeluje vanjska pe-
riodi¢na sila te prikazati specijalan slucaj kada dolazi do pojave rezonancije.
Pogledat ¢emo primjer kako razlicite veli¢ine prigusenja utjecu na takvo gi-
banje. Osim toga, pokazat ¢emo kako opisati oscilacije u sluc¢aju oscilatora s

tri mase.

Kljucne rijeci

Harmonijski oscilator, oscilacije, rezonancija, prigusenje, oscilator s tri mase

Abstract

The goal of this thesis is to describe the motion of a harmonic oscillator, first
the oscillations of the undamped system and then in the case of a damped
harmonic oscillator. Next, a case in which the system is affected by an
external periodic force will be observed and a special case in which resonance
occurs will be shown. An example of how different damping motions affect
such a motion will be shown. Finally, the instructions on how to describe
oscillations in the case of a three mass oscillator will be given.
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1 Uvod

U ovom radu bavit ¢emo se titranjem sustava, krenut ¢emo s jednostavnim
slucajem harmonijskog oscilatora na kojeg ne djeluje vanjska sila, odnosno
vlastitim titranjem. Zatim ¢emo pogledati sto se dogada kada na harmonijski
oscilator djeluje vanjska periodic¢na sila te kako razlicite veli¢ine prigusenja
utjecu na titranje harmonijskog oscilatora. Uvest ¢emo pojam rezonancije
i na primjeru pokazati kako razli¢ite veli¢ine prigusenja djeluju na ukupnu
energiju sustava, a posljedicno i na samo titranje harmonijskog oscilatora.
Opcenito, proucavanje titranja je izrazito vazno jer se ono jako Cesto javlja
u prirodi. Gradevine poput mostova i nebodera imaju svoju vlastitu frek-
venciju titranja te prirodne pojave poput vjetra mogu utjecati na nju sto
ponekad moze dovesti do katastrofalnih posljedica poput urusavanja. Stoga
se prirodno postavlja pitanje kako smanjiti utjecaj vanjskih sila na titranje
sustava, $to nas dovodi do proucavanja prigusenja. Konac¢no, opisat ¢emo
vlastito titranje oscilatora s tri mase bez prigusenja te zatim slucaj kada u

sustavu djeluje prigusivac.



2 Harmonijski oscilator

Promatramo oprugu ¢iji je jedan kraju pri¢vrséen za fiksnu podlogu, a za
drugi kraj je pri¢vrséena masa m kao na slici 1. Promatramo slucaj kada je
masa izvucena iz ravnoteznog polozaja te je tada puStena. Opisati gibanje
harmonijskog oscilatora znaci opisati polozaj mase u svakom trenutku, z()
¢e oznacavati pomak mase od ravnoteznog polozaja. Promatramo opceniti
slucaj, sustav u kojem se nalazi prigusSiva¢ i na masu djeluje vanjska peri-
odi¢na sila. Jednadzba titranja glasi

ma (1) + ea' (t) + ke (t) = f(2) (1)

Formula je dobivena iz drugog Newtonovog zakona i Hookeovog zakona.

Drugi Newtonov zakon kaze da je F' = ma, gdje je a akceleracija tijela,
v _ d’z
e~ dt?”
se pojavljuju u sustavu su sila prigusenja, ona iznosi —cz’(t), otpor koji

m > 0. Akceleraciju dobivamo iz sljede¢e formule a = Sile koje
opruga pruza gibanju, prema Hookovom zakonu on iznosi —kz(t), k > 0,
te vanjska sila koju ¢emo oznaciti sa f(¢). Ukupna sila F' je tada jednaka
zbroju svih sila koje djeluju na masu, odnosno dobivamo da je sila F' =
f(t) — cx'(t) — kx(t). Stoga, uvrstavanjem dobivenih formula u jednadzbu
Newtonovog zakona dobivamo jednadzbu (1). Masa na opruzi s prigusivacem

preuzeta je iz [1].
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Slika 1: Masa na opruzi s prigusivacem

2.1 Slobodne oscilacije neprigusenog sustava

Za pocetak promatrat ¢emo sustav u kojem nema prigusenja i na koji ne dje-
luje nikakva vanjska sila (prema [3]). Takvo titranje se zove slobodno titranje
ili slobodne oscilacije harmonijskog oscilatora. Jednadzba tog gibanja glasi



ma” (t) + kx(t) = 0. (2)
Podijelimo li jednandzbu s m prelazimo na oblik
2" (t) + wiz(t) = 0 (3)

gdje je wi = %, wo je svojstvena ili vlastita frekvencija harmonijskog oscila-

tora.
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Slika 2: Masa na opruzi bez prigusivaca

Jednadzba (3) je homogena linearna diferencijalna jednadzba drugog reda
s konstantnim koeficijentima. Pripadni karakteristi¢ni polinom je A*+w2 = 0,
a njegove nultocke su \; o = +iwy pa je opce rjeSenje te jednadzbe

x(t) = Dy 4 Dye ™",
Ako iskoristimo Eulerovu formulu dobivamo izraze

iwot

""" = coswyt + 7 sin wyt,

6—iw0t

= cos wypt — 1 sin wyt,
a kada uvrstimo to nazad u jednadzbu prelazimo na oblik
x(t) = C; coswyt + Cy sin wyt.

Rjesenje se moze zapisati i ovako

C C .
x(t) =/ C? + C3 (\/ﬁ cos wot + \/ﬁ sin w0t> .

Zbog

o V(e Y\,
VCE+ C3 VCE+ C3



postoji p € [0, 27] takav da je

Ch

—————— =sinp,
VCO?+C2

Co
———— = COSp.
VCO; + C3

Uvrstimo to nazad u jednadzbu i upotrjebimo trigonometrijski identitet
sin (o + ) = sinaccos § + cos asin § dobivamo sljedece
x (t) = Asin (wot + p) . (4)

Dakle, iz gornje jednadzbe vidiomo da je gibanje harmonijskog oscilatora
periodi¢no s amplitudom A i pomakom u fazi p.

Harmonijske oscilacije

Slika 3: Slika prikazuje rjesenje koje je zadano sa x(t)=1.75sin(1.2t+2)

Polozaj mase je opisan diferencijalnom jednadzbom drugog reda koja ima
beskona¢no mnogo rjesenja koja ovise o dva parametra, A i p. To znaci da
polozaj mase u svakom trenutku ne mozemo jedinstveno odrediti iz opce
jednadzbe titranje. Potrebna nam je pocetna zadaca koja daje informacije
o polozaju mase u trenutku ¢ = 0, 2(0) = xy te brzini u trenutku ¢t = 0,

2'(0) = vo. Kada imamo pocetnu zadaéu iz tih uvjeta mozemo izracunati



koeficijente A i p

z(0) = Asin(wo0 + p) = Asin(p) = zg
2'(0) = Awg cos(wo0 + p) = Awg cos(p) = vy

Sada jednostavno kvadriranjem dobivamo da je:

.2 i 2 v
sin”(p) = Az 8 (p) = 22,2
0

zatim te formule uvrstimo u sin® x + cos? z = 1 i dobijemo formulu za ampli-

tudu
v 2
A= |22+ (—0) (5)

wo

pa kada vratimo to u formule za sin(p) i cos(p) i dobivamo

— os(p) = —— (6)

sin(p) = V (woxg)? + vg’ V (wozo)? + v%l

Dakle, uz poznavanje pocetnih uvjeta mozemo jedinstveno odrediti obje

nepoznanice u jednadzbi titranja, a time je polozaj mase potpuno odreden.

2.2 Slobodne oscilacije priguSenog sustava

Sada ¢emo pogledati sto se dogada kada se u sustav doda prigusiva¢ (prema
[1]). Ako jednadzbu (1) podjelimo s m, uz pretpostavku da je vanjska sila
f(t) = 0, dobivamo

2" (t) + ex'(t) + wiz(t) =0 (7)

< ¢>0,aw?kao i prije £. Dakle, imamo homogenu linearnu
m m

gdje je ¢ =
diferencijalnu jednadzbu drugog reda s konstantnim koeficijentima. Karak-

teristi¢ni polinom ove jednadzbe je

N4 +wi =0,

a njegove nultocke su
—ct /& — 4w}
AL = 5 :




Kod proucajvanja nultocki kvadratne jednadzbe imamo tri vazna slucaja
koji bitno utjecu na rjesenje promatrane diferencijalne jednadzbe. Stoga,

promatramo tri slucaja:

1. Nultocke karakteristicnog polinoma su realne i medusobno razlicite, tj.
razlika pod korijenom je ve¢a od nule, odnosno ¢ > 2wy, ako vratimo
pocetne oznake ¢ > 2vkm, to odgovara slucaju velikog prigusenja.

Rjesenje je onda dano izrazom
z(t) = CreMt + Chet?!
C1, Cy € R. Koeficijente C7, Cy mozemo dobiti iz pocetnih uvjeta
2(0) = C1eM0 4+ Cpe™ = O 4+ Cy = 20
2'(0) = O A1 eM0 4 Cydpe™ = X\ O + MCh = g
Nultocke zapisemo u obliku

—C 52
)\172:7iq, q= Z_Wg

i uvrstimo u sustav,a zatim C4 i C5 zapisemo kao

2w + Cxo + 2204 Co— —2v9 — cxg + 2x04q
N 4q 7 2 4q '

Onda konacno rjesenje u ovom slucaju glasi

Ch

_ 2ug + Cxg + 23:0q6,\1t . —2vg — Cxo + 2:qu€>\2t
N 4q 4q '

(t) (8)

2. Nultocka je realna i dvostruke kratnosti, ¢ = 2wy, odnosno ¢ = 2v km.
Ovaj slucaj nazivamo kriticnim prigusenjem. RjeSenje je onda dano

jednadzbom

z(t) = CreMt + CyteM?

C1,Cy € R. Odredimo koeficijente iz pocetnih uvjeta kao gore i dobi-
vamo jednandzbu

x(t) = xoe_\/gt + (UO + o \/g) eVt (9)



3. Nultocke su kompleksne, tj. ¢ < 2wy, odnosno ¢ < 2vEkm. Dakle,
koeficijent prigusenja je mali. Svojstvene vrijednosti su Ay 3 = —£ @i,
gdje je w = \Jwi — /4 € R\{0}. I tada je rjesenje jednadzbe

z(t) = e~ 2t (Cy sin(@t) + Cy cos(wt))

gdje su (', Cy € R. Kao i prije, iz poc¢etnih uvjeta odredimo C i Cj te

koristenjem trigonometrijskih identiteta dobivamo

z(t) = Ae” 2 sin(wt + p) (10)

A€eRipe[—mm) odredeni s

|%2
9]l
=
o
+
[\
4
S

= 53
A:\/ZE(Q)—l—(W), sinpsz, cosp =

Slobadne oscilacije prigusenog sustava

Slika 4: Prikaz rjesenja x(t) za konfiguraciju parametara: m = 2, k = 6,
g — 2, Vo = 1

Na gornjem grafu je prikazano titranje harmonijskog oscilatora za tri
razli¢ita stupnja prigusenja. Kao Sto je i bilo ocekivano, kada imamo slabo
prigusenje vrijeme relaksacije, odnosno period koji je potreban da se har-
monijski oscilator zaustavi u ravnoteznom polozaju je najdulji. No iz gra-
fova druge dvije krivulje vidimo da vecée prigusenje ne dovodi do krac¢eg vre-
mena relaksacije nego da graf najbrze trne prema nuli u sluc¢aju kriti¢nog

prigusenja.
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2.3 Prisilne oscilacije

Nakon sto smo odredili rjesenje homogenog slucaja, odnosno vlastitog titra-
nja harmonijskog oscilatora, pogledat ¢emo sto se dogada kada na sustav
djeluje vanjska sila. Dakle, promatramo prisilne oscilacije sustava. Vra¢amo
se na jednadzbu (1) i pretpostavimo da na harmonijski oscilator djeluje vanj-
ska periodi¢na sila, odnosno f(t) = F cos(wt). Jednadzba koju sada imamo
je

() + 2/ () + wla(t) = % cos(wt) (11)
Moramo jo$ odrediti partikularno rjesenje, a to mozemo napraviti metodom

neodredenih koeficijenata. Kada je w # wy rjesenje trazimo u obliku
xp(t) = Ay cos(wt) + Ay sin(wt). (12)

Slucaj w ~ wy ¢emo razmatrati u sljede¢em poglavulju. Koeficijente A; i Ay
odredimo tako da z, deriviramo i uvrstimo u jednadzbu (11). Ako u sustavu

nema prigusenja, odnoscno ¢ = 0, dobivamo:
F
Al=———, Ay=0
! m(w3 + w?) 2
Dakle, partikularno rjesenje je

F

zp(t) = (2 — o) cos(wt)
pa je ukupno rjeSenje onda
z(t) = Asin (wot + p) + ) cos(wt) (13)

Ako u sustavu imamo prigusiva¢ A; i As prema [1] glase:

F(w2 —w?)/m

(w§ — w?)? + (ew)?’

Few/m
R+ @

Alz A2:

a partikularno rjesenje mozemo zapisati kao
2,(t) = Aj cos(wt) + Ay sin(wt) = Asin(wt + ¢) (14)

pri cemu su

F
my/ (w2 — w?)? + (cw)?
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O T
cos(9) = =

VE =P + (P

Konac¢no rjesenje je zbroj homogenog i partikularnog rjesenja
z(t) = wn(t) + (1)

pri ¢emu rac¢unanje funkcije z,(t) ovisi o c.

2.4 Rezonancija

Vratimo se sada na formulu (13). Amplitude ovog gibanja su A i W
koja ovisi o vanjskoj sili i poprima velike vrijednosti ako je ili F' velik ili je w ~
wy. Kada su te vrijednosti jednake, odnosno kada je frekvencija vanjske sile
jednaka svojstvenoj frekvenciji sustava dolazi do pojave rezonancije. Tada
partikularno rjesenje ne mozemo traziti u obliku (12) nego moramo koristiti

sljede¢u formulu
zp(t) = t(A; cos(wt) + Ay sin(wt)).

Istim postupkom kao ranije racunamo koeficijente A; = 01 Ay = % te

dobivamo formulu za pomak

: Ft .
x(t) = Asin(wot + p) + S sin(wt). (15)

Imamo superpoziciju dva gibanja i vidimo da amplituda partikularnog rjesenja
linearno raste s vremenom, odnosno pomak od ravnoteznog polozaja je sve
vedi i vedi, kao sto mozemo vidjeti na slici. Takvo nekontrolirano poveéanje
amplitude titranja stvara problem jer dovodi do sve vec¢ih oscilacija koje pos-
ljedicno mogu dovesti do kidanja materijala od kojeg je harmonijski oscilator

napravljen.
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Rezonancija
20

-20

Slika 5: Prikaz rjesenja xz(t) za konfiguraciju parametara: m = 2, k = 6,
x0:2,vozl,F:2,w:\/§

Rezonanciju ¢emo promatrati koristeéi kriterij ukupne energije sustava
te ¢emo vidjeti kako razlicite velicine priguSenja utjecu na sustav. Jacinu
harmonijskog odgovora sustava mozemo mjeriti pomocu sljedece formule

= RECIRE (16)

gdje je 7 = %“ period. Korijen tog iznosa je prosjecna amplituda pomaka
(eng. average displacement amplitude), vise o tome mozete pronaci u knjizi
profesora Veselica, [2].

Pogledajmo primjer, masa m = 2 pri¢vrséena je oprugom elasti¢nosti
k = 6, izvucemo je iz ravnoteznog polozaja za 2, dakle zyp = 2 i poguramo
na titranje pocetnom brzinom vy = 1. Vanjska sila koja djeluje na sustav
je cos(V/3t), tj. F = 1, a frekvencija vanjske sile w = /3. Jednadzba tog
titranja je sljedeca

2" (t) + gzﬂ’(t) + 3z(t) = cos(v/3t)

e Veliko priguesenje, ¢ = 16

2" (t) 4 82'(t) 4 3z(t) = cos(V/3t)



Prisilne oscilacije prigusenog sustava

Veliko prigusenje (c=16)
Kriticno prigusenje (c=4+/3)
Malo prigusenje (c=0.5)

Slika 6: Prikaz rjesenja z(t) za konfiguraciju parametara: m = 2, k = 6,

To=2,v9=1, F =2 w=+/3 za razlicite veli¢ine prigusenja

Koriste¢i formule (8) i (14) dobivamo rjesenje

(t)

_2649VI oy 269V (e, V3
26

3 .
T + o sin(v/3t).

Uvrstimo li tu funkciju u formulu (16) dobivamo iznos energije sustava
koji je u ovom slucaju 1.6674.

e Kriticno priguesenje, ¢ = 43

2" (t) 4+ 2v/32'(t) + 3x(t) = cos(V/3t).
Koriste¢i formule (9) i (14) dobivamo rjesenje

1
2(t) = 26V 4 (14 2v/3)te VD! 4 6 sin(v/3t).
U ovom slucaju iznos energije je 1.1270, dakle manja je nego u slucaju
velikog prigusenja.

e Malo priguesenje, ¢ = 0.5

2" (t) 4 0.252'(t) + 3z(t) = cos(V/3t)
Koristedi formule (10) i (14) dobivamo rjesenje

V191
z(t) = 2.12686e%1*% sin (

2v/3
T15+1.22366> + \S/_sin(\/gt)
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Energija u ovom slucaju iznosi 7.6579, dakle najviSe, a to mozemo
vidjeti i iz sljedeceg grafa.

90
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70

60

50

40

T 2
i 1 lix(ol dt

30

20

Graf prikazuje kako se iznos integrala mijenja obzirom na stupanj prigusenja
sustava. Malo prigusenje je prikazano plavom, a veliko crvenom bojom.
Mozemo vidjeti da za jako malo prigusenje, kada se priblizavamo nuli s desna,
vrijednost integrala je sve veca, odnosno dolazi do jako velikih amplituda.
Kako se ¢ povecava, sve do 4v/3, vrijednost integrala opada. Za 4v/3 imamo
kriti¢no prigusenje i tu vrijednost integrala naglo padne, prelazimo u slucaj
velikog prigusenja i tu ponovo pocinje rasti. Dakle, iz ovog prikaza, kao i
iz gornjeg racuna, mozemo zakljuciti da vec¢e prigusenje ne dovodi do veceg
smanjenja titranja sustava. Zato stupanj priguSenja treba biti prilagoden
svojstvenoj frekvenciji danog sustava u kojem djeluje tako da ukupna ener-
gija titranja bude Sto manja.

3 Oscilator s tri mase

Sada ¢emo promotriti oscilator s tri mase koje su povezane oprugama. Mase
my 1 mg pricvrséene su za fiksnu podlogu oprugama koeficijenta elasticnosti
ki1 k4. Masa msy je povezana s m; oprugom elasti¢nosti ko te s m3 oprugom
elasticnosti k3. Na masu m; je stavljen i prigusivac¢ koeficijenta prigusenja c.
Promatramo slobodne oscilacije, odnosno slucaj kada nema utjecaja vanjskih
sila.
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S x;(t) oznacavamo otklon mase m; od ravnoteznog polozaja u trenutku
t, 7 =1,2,3. Promjene duljina opruga kq, ko, k3 i k4 iznose redom 1, o — 1,
xr3 — r9 te —x3. Sada ponovno, kao kod harmonijskog oscilatora, iskoristimo
Newtonov zakon i Hookeov zakon te dobivamo sljedeéi sustav jednadzbi

mlx'{(t) + C.Tll(t) + (k’l + k’g)l‘l(t) - k’gZL‘Q(t) =0 (17)
mng(t) — k‘le (t) + (k’z + k’g)l‘Q(t) - k’gl‘g(f?) =0 (18)
mg,xg(t) — k’3l’2(t) + (kg + k’4)$3(t) =0 (19)

Dakle, dobili smo sustav tri obi¢ne diferencijalne jednadzbe s tri nepoz-

nanice, r, To, T3 te ga mozemo zapisati u matricnom obliku

Mz"(t)+ C2'(t) + Kx(t) =0 (20)
gdje su
mq 0 0
M = 0 mo 0
0 0 ms
matrica mase,
c 00
C=1|0 00
000
matrica prigusenja,
kl + k?g —k’g 0
K = —ky kot ks  —k3
0 —ks kst ky
a1(t)
matrica krutosti, a vektor x = |x5(t)| je vektor nepoznatih funkcija.
3(t)

Osim ovih podataka, da bismo odredili jedinstveno rjesenje, potrebno je

dodati podatke o poc¢etnom polozaju i brzini tijela, x(0) = zo i 2'(0) = wy.
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3.1 Slobodne vibracije neprigusenog oscilatora s tri
mase

Prvo ¢emo se baviti sustavom u kojem nema prigusenja, tj. kada je ¢ = 0.
Sustav tada glasi
Mz"(t) + Kz(t) = 0. (21)

Zelimo ovaj problem povezati s problemom harmonijskog oscilatora, a prem
[1] to ¢emo napraviti tako da uvedemo generalni svojstveni problem ma-
tricnog para, u ovom slucaju matrica M i K.

Opcenito, generali svojstveni problem sastoji se od odredivanja parova (u, ¢) €
R x R™\{0} za koje vrijedi

Ap=pBop, ¢#0

pri ¢emu su matrice A, B € R"*" zadane. Skalar p nazivamo svojstvena
vrijednost matriénog para (A, B), a vektor ¢ € R™ nazivamo svojstveni
vektor pridruzen svojstvenoj vrijednosti p. Svojsvenu vrijednost racunamo
kao nultocku pripadnog karakteristicnog polinoma matricnog para (A, B)
koji glasi det(A — pB). Primjetimo da je standardni svojstveni problem
zapravo specijalan slucaj generalnog svojstvenog problema za B = 1.
Primjenimo li ovo na matriéni par (K, M) dobivamo slijedeéi svojstveni
problem

K¢ = pMd (22)

i pripadni karakteristi¢ni polinom
p(p) = det(K — pM).
Ako raspisemo determinantu dobivamo sljedeé¢i polinom trec¢eg stupnja
p(p) = —mymaymai’®
+ [kimams + ka(mymg + mams) + ks(mima + myms) + kamyms] p’—

[(k2k3+k2k4+k3k4)m1+(k‘1k3+/<:1k4+k2/<3+k2k’4)m2+(k1k2+k1k3+k2k‘3)m3] M
+ kikoks + kikoky + kiksky + koksky,

a rjeSavanjem ovog polinoma dobivamo svojstvene vrijednosti. Ovakav po-

linom mozemo rijesiti primjerice formulom za kubnu jednadzbu ili mozemo
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odrediti priblizno rjesenje nekom numerickom metodom, npr. Newtonovom
metodom. Nakon S$to odredimo svojstvene vrijednosti i uvrstimo ih u jed-
nadzbu (22) dobivamo sustav tri jednadzbe s tri nepoznanice te rjeSsavanjem
tog sustava dobivamo pripadne svojstvene vektore.

Postoji i drugi nacin za odredivanje svojstvenih vektora, a zasniva se
na pozitivnoj definitnosti matrica M i K. Naime, svojstvene vrijednosti
pozitivno definitnih matrica su pozitivne te ih stoga mozemo zapisati kao

pi = w?, w; >0,4=1,2,3. Uvodimo sljede¢e oznake

@ = [¢1 o5 ¢3] (23)
1
w1 0 0
Q=10 wy 0. (24)
0 0 w3

Svojstveni vektori ¢y, ¢o i ¢3 mogu se odrediti tako da vrijedi
PTK® = Q? (25)

TMP=1. (26)

Vise detalja o egzistenciji i jedinstvenosti matrice ® moze se pronaéi u [2].
Za proizvoljnu simetri¢nu pozitivnu matricu B postoji matrica C' takva da je
B = C?, takvu matricu C zovemo korijenom matrice B i koristimo oznaku
B3. Poito je matrica M simetricna pozitivno definitna matrica postoji
simetri¢na pozitivno definitna matrica M 2 koja je njezin korijen.

K,=M TKM= je takoder simetri¢na pozitivno definitna matrica te
za nju mozemo odrediti ortogonalnu matricu Q i dijagonalnu matricu A koja
na dijagonali ima svojstvene vrijednosti matrice K; tako da vrijedi formula

Q"K.Q =A.

Dodatno, svojstvene vrijednosti matrice A su pozitivne jer je matrica K; po-
zitivno definitna matrica. Sada radimo supstituciju ® := M _%Q i direktnim

uvrstavanjem dobivamo formule (25) i (26)

TM®=Q "M :MM:Q” =Q7Q =1,
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'K =Q"M=KM=Q =Q"K,Q = A.
Posto je A dijagonalna matrica s pozitivnim elementima mozemo ju zapisati
kao 2. Vise detalja vezanih uz ove tvrdnje moze se pronadi u [5].
Nakon sto smo odredili svojstvene vektore ¢, ¢2 i ¢3, odnosno matricu
®, sljededi korak je uvodenje supstitucije &(¢) = ® (). Ako to uvrstimo
u jednadzbu (21) dobivamo sljedece

M®z"(t) + K®&(t) = 0.
Pomnozimo li tu jednadzbu s ®” s lijeva dobivamo
' MPz"(t) + PTKPE(t) =0
te iskoristimo formule (25) i (26) i dolazimo do sustava

& () + QP& (t) = 0

t].

J ~ I 2 A
71" (t) wit1(t)
2" (t) | + |wida(t)| = 0.
3" (t) w3 T3(t)

Postigli smo da se problem titranja tri mase svede na problem titranja
neprigusenog harmonijskog oscilatora s frekvencijama wy, wo 1 wsz. Istim

postupkom kao ranije dobili bismo rjeSenja tih jednadzbi u obliku

i =1,2,3. Konstante A; i p; se odreduju iz pocetnih uvjeta, ali zbog uvedene

supstitucije sada imamo
£(0) = @ 'xy, 2'(0) =D vy,

Ako sada iskoristimo formule (5) i (6) dobivamo

0 \/(q,_lwo)g b (@ ky?

Wi

((I)ilil,‘o)iwi

V(@ Tzo)2w? + (2 Two)?

cos p; =
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(¢_1’U0)Z’
V(@ xo)2w? + (@ Twg)?

i=1,2,3. Kona¢no rjesenje dobivamo kao

sin p; =

2(t) = BR(t) = &1.(t) b1 + Fo(t) o + F3(t) ds.

3.2 Slobodne vibracije prigusenog oscilatora s tri mase

Kako bismo rijesili problem slobodnih vibbracija oscilatora s tri mase s
prigusenjem jednadzbu (20) ¢emo zapisati u obliku ekvivalentnog sustava
diferencijalnih jednadzbi prvog reda. Ponovno ¢emo koristiti supstituciju
z(t) = Pz(t) te y1(t) = Qz(t) i y2(t) = 2'(t) pa prema [1] sustav (20)

mozemo zapisati u sljede¢em obliku

y'(t) = Ay(t)

pri ¢emu su

_|wn(@) _ |0 Y
a ® i€ sukaou(23)i(24). Rjesenje dobivenog sustava mozemo zapisati u

obliku
y(t) = eMyo.

Yo je vektor pocetnih uvijeta, a matrica e je et = 3
A

J AJ
> YA () metodam
7=0 4!

rjeSavanja matricne eksonencijalne funkcije e* mozete pronaci u [6]. Nakon

Sto odredimo y, x se izracuna kao

x(t) = ®i(t) = PQ 1y (t).

Dodavanje vanjske sile zahtjeva analizu i partikularnog rjesenja, a pojava
rezonancije se slicno manifestira. U ovom slucaju mozemo promatrati ukupnu
energiju sustava definiranu sa (16), ali se analiza znatno komplicira. Naime,
veé¢ racunanje matricne eksponencijalne funkcije et je numericki vrlo zah-
tjevan problem. Racunanje rjeSavanja i optimizacija priguSenja zahtjevaju
slozeniju analizu te opéenito nije jednostavno posti¢i kriticno prigusenje. Vise

o svemu tome moze se pronaéi u [1] 1 [2].
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