Slucajni vektor

Kopi¢, Katarina

Undergraduate thesis / Zavrsni rad
2020

Degree Grantor / Ustanova koja je dodijelila akademski / strucni stupanj: Josip Juraj
Strossmayer University of Osijek, Department of Mathematics / Sveuciliste Josipa Jurja
Strossmayera u Osijeku, Odjel za matematiku

Permanent link / Trajna poveznica: https://urn.nsk.hr/um:nbn:hr:126:934262

Rights / Prava: In copyright/Zasticeno autorskim pravom.

Download date / Datum preuzimanja: 2024-05-14

. Repository / Repozitorij:

Repository of School of Applied Mathematics and
Computer Science

aodar

DIGITALNI AKADEMSKI ARHIVI I REPOZITORLII

zir.nsk.hr


https://urn.nsk.hr/urn:nbn:hr:126:934262
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
https://repozitorij.mathos.hr
https://repozitorij.mathos.hr
https://zir.nsk.hr/islandora/object/mathos:435
https://repozitorij.unios.hr/islandora/object/mathos:435
https://dabar.srce.hr/islandora/object/mathos:435

Sveuciliste J. J. Strossmayera u Osijeku
Odjel za matematiku
Sveucilisni preddiplomski studij matematike i ra¢unarstva,

Katarina Kopié¢

Slucajni vektor

Zavrsni rad

Osijek, 2020.



Sveuciliste J. J. Strossmayera u Osijeku
Odjel za matematiku
Sveucilisni preddiplomski studij matematike i ra¢unarstva,

Katarina Kopié¢

Slucajni vektor

Zavrsni rad

Mentorica: izv. prof. dr.sc. Dragana Jankov Masirevic¢

Osijek, 2020.



Sazetak

U ovome radu ¢emo generalizirati pojam slucajne varijable na n-dimenzionalan prostor,
odnosno promatrat ¢emo slucajni vektor. Poznato je da slucajnu varijablu mozemo u pot-
punosti opisati pomoc¢u njezine funkcije distribucije, a takoder ¢emo pomocu odgovarajuceg
oblika funkcije distribucije opisati i slucajni vektor te pokazati svojstva navedene funkcije.
Definirat ¢emo posebno diskretan te posebno neprekidan sluc¢ajni vektor i promotriti njihova
svojstva. Pogledat ¢emo kako zadati diskretan sluc¢ajni vektor pomocu tablice distribucije
te kako definirati marginalne distribucije. Takoder ¢emo se osvrnuti na zadavanje neprekid-
nog slucajnog vektora te ¢emo definirati marginalne gustoce. Na kraju rada ¢emo se baviti
numerickim karakteristikama slucajnog vektora, od kojih su medu vaznijima ocekivanje i
kovarijanca te ¢emo definirati kovarijacijsku matricu i korelacijsku matricu koje se u praksi
cesto koriste.

Kljucne rijeci

Slucajni vektor, n-dimenzionalan slucajni vektor, dvodimenzionalan slucajni vektor, diskre-
tan slucajni vektor, neprekidan slucajni vektor, funkcija distribucije, tablica distribucije,
marginalne distribucije, marginalne gustoce, ocekivanje, momenti, kovarijanca, koeficijent
korelacije, kovarijacijska matrica, korelacijska matrica.

Abstract

In the following paper we generalize the notion of a random variable to an n-dimensional
space, observing a random vector. Based on the notion that a random variable can be
fully described using its distribution function, we use a distribution function to describe a
random vector and observe its properties. We separately define a discrete and a continuous
random vector and focus on their properties. In addition, we consider the assignment of a
discrete random vector using a distribution table and the definition of marginal distributions.
Furthermore, we look at how continuous random vectors can be assigned, and how marginal
densities can be defined. The paper concludes with numerical characteristics of a random
vector, most importantly the expectation and covariance as well as definitions of a covariance
matrix and a correlation matrix often used in practice.

Key words

Random vector, n-dimensional random vector, two-dimensional random vector, discrete ran-
dom vector, continuous random vector, distribution function, distribution table, marginal
distributions, marginal densities, expectation, moments, covariance, correlation coefficient,
covariance matrix, correlation matrix.
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Uvod

Vjerojatnosni prostor (2, F, P) je osnovni pojam u teoriji vjerojatnosti, koji nam sluzi kao
alat za proucavanje i razumijevanje slucajnih pokusa i realnog svijeta. U sluc¢ajnim pokusima
najcescée provodimo nekakva mjerenja te svakom ishodu slué¢ajnog pokusa pridruzujemo neki
realan broj. U tu svrhu uvodimo pojam slucajne varijable, tj. realne funkcije na €2 koja
zadovoljava odredena svojstva. No, sto ako u danom slu¢ajnom pokusu pratimo nekoliko
slucajnih varijabli? Veze izmedu njih ne mozemo dokuciti ako svaku sluc¢ajnu varijablu gle-
damo zasebno. U tom slucaju izradit ¢emo matematicki model koji ¢e istovremeno moci
opisivati nekoliko slucajnih varijabli. Kao motivaciju za uvodenje pojma slucajnog vektora
promotrimo sljede¢i primjer.

Primjer 1.

1z sesira u kojem se nalazi n bijelih © n crnih kuglica izvlacimo dvije kuglice bez vracanja
natrag u sesir. Koristit cemo slucajne varijable X i Y kako bismo opisali ovaj slucajan po-
kus. Neka X prima vrijednost 1 ukoliko je prva izvucena kuglica bijela te 0 ukoliko je prva
izvucena kuglica crna. Slicno, neka Y prima vrijednost 1 ukoliko je druga izvucena kuglica
bijela te 0 ukoliko je druga izvucena kuglica crna.

Ako rezultate promatramo kao wuredeni par (X,Y), gdje je prva koordinata slucajna vari-
jabla X te druga koordinata slucajna varijabla Y, tada je skup svih mogucih ishoda slucajnog
pokusa

R(X,Y)=1{(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)}.

Koristenjem formule za uvjetnu vjerojatnost P(AN B) = P(A|B) - P(B), P(B) > 0, lako
mozZemo izracunati vierojatnosti ovog slucajnog pokusa:

poo=P(X=0,Y=0)ZP((X,Y)—(OaO)):ﬁ'nz;L:% 27:1_—117
pmzP(X:O,Y:l)ZP((X,Y):(Oal)):ﬁWwZ—l:% ST
po=PX=1Y=0)=P(X,Y)=(1,0) = 5 w5 = 5 57
m=PX=1Y=1)=P(X,Y)=(L1) = 55 =3 3

Takoder, pojam sluc¢ajnog vektora mozemo pronadi i u statistici te ga vezemo uz pojam
slu¢ajnog uzorka. Slucajni uzorak definiramo kao niz nezavisnih i jednako distribuira-
nih slucajnih varijabli. Realizaciju slucajnog uzorka (slu¢ajnog vektora) nazivamo opazeni
uzorak (za vise informacija o slucajnom uzorku ¢itatelj moze pogledati [2]).



1 Slucajni vektor

1.1 n-dimenzionalan slucajni vektor

U jednodimenzionalnom prostoru definirali smo sluc¢ajnu varijablu pomoc¢u Borelove o-algebre
B(R) na skupu R, odnosno kao funkciju X : Q0 — R, na vjerojatnosnom prostoru (€2, F, P),
tako da vrijedi {w € Q: X(w) € B} € F, za svaki B € B(R). U nastavku ¢emo, zbog boljeg
razumijevanja, ponoviti definiciju Borelove o-algebre, no najprije ¢emo se prisjetiti definicije
o-algebre.

Definicija 1.1. Neka je Q # (0 prostor elementarnih dogadaja. Za familiju F podskupova
skupa Q kaZemo da je o-algebra skupova na ) ukoliko vrijedi:

ocl. (e F,
02. AeF — A€ F (zatvorenost na komplementiranje),

03. Za (Ajiel)CF, I CN wrijedi U A; € F (zatvorenost na prebrojive unije).
i€l

Iz prethodne definicije mozemo lako uociti sljedece:
LOPeF =2 r=0QcF
2. (A4,iceNCF 2 (Afie)CF = yAacer
De@an N(AS)F = 4 € F,
YO e iel

3. Za ABeF 2 A B°c F = A\B=ANB°€c F.

Dakle, o-algebra je zatvorena na sve osnovne skupovne operacije.

Definicija 1.2. Borelova o-algebra B"(R) je o-algebra na R™ generirana familijom svih
otvorenih podskupova od R™, pri cemu elemente od B™"(R) zovemo Borelovi skupovi na R™.

Definicija 1.3. Neka je (2, F, P) vjerojatnosni prostor. Svaka funkcija X : Q@ — R" za koju
je skup {w € Q: X(w) € B} dogadaj u F tj.

{weN:X(w)e B} e F, VB € B"(R),
odnosno X' (B) € F, za svaki B € B"(R) naziva se n-dimenzionalan sluéajni vektor

(ili, krace, slu¢ajni vektor).

Propozicija 1.1. Neka je X = (X1, Xy, ..., X)) : Q — R" funkcija. Tada je X slucajni
vektor onda i samo onda ako je X; slucajna varijabla za svakii=1,2,...,n.



Dokaz.

—
Neka je X slucajni vektor. Za proizvoljan ¢ = 1,2, ....,n te z; € R vrijedi:

XiH((=o00,2:)) =X7Y((—00,a)) € F,

(2

gdje je a = (o0, ..., 00, 24,00, ...,00). Teorem 8.1. (i7) (vidi [5, str. 235]) tvrdi da je gornji
uvjet nuzan i dovoljan kako bi X; bila slu¢ajna varijabla.

P—
Neka je X; slucajna varijabla, za svaki i = 1,2,...,n te neka je & = (x1, ..., z,,) € R" proizvo-
ljan. Tada vrijedi

X ((~o00,x]) = ﬁX{l((—oo,x,;]) cF.

Teorem 8.2. (7i7) (vidi [5, str. 237]) tvrdi da je gornji uvjet nuzan i dovoljan kako bi X bio

slucajni vektor.
m

Iz prethodne propozicije slijedi da je n-dimenzionalan slucajni vektor na {2 uredena n-torka
sluc¢ajnih varijabli na €.

Analogno kao kod slucajne varijable, vjerojatnosna svojstva slucajnog vektora opisujemo
funkcijom distribucije.

Definicija 1.4. Neka je (2, F, P) vjerojatnosni prostor te X = (X1, X2, ..., X,,) : @ = R”
slucajni vektor. Za funkciju F: R™ — [0, 1], definiranu s
F(zy,.x,) = P(Xy <y, ..., X, < zp)

kazemo da je funkcija distribucije slucajnog vektora X.

U nastavku rada ¢emo, zbog jednostavnosti, promatrati dvodimenzionalan slucajni vektor.

1.2 Dvodimenzionalan slucajni vektor

Specijalno, za n = 2 govorimo o dvodimenzionalnom sluc¢ajnom vektoru, tj. za funkciju
Z:Q — R* Z = (X,Y), koja zadovoljava Definiciju 1.3. kaZemo da je dvodimenziona-
lan slucajni vektor. Kako bismo preciznije opisali ovakav vektor, potrebno je uvesti pojam
funkcije distribucije dvodimenzionalnog sluc¢ajnog vektora, koji odmah slijedi iz Definicije 1.4.

Definicija 1.5. Za funkciju Fy, = Fxy = F : R?* — [0,1] definiranu s
F(x) = F(r1,25) = P(Z<x) = P(X <2,Y <13), == (1,72) €R?

kazemo da je funkcija distribucije slucajnog vektora Z = (X,Y).



Sljedeci teorem nam govori koja svojstva ima funkcija distribucije slu¢ajnog vektora.

Teorem 1.1. Neka je Z = (X,Y) dvodimenzionalan slucajni vektor te F' pripadna funkcija
distribucije. Tada vrijedi:

1. Za realne brojeve xq,x2,y takve da je x1 < xo, vrijedi F(x1,y) < F(x2,y).
2. Za realne brojeve x,y1,y2 takve da je y; < yo, vrijedi F(x,y1) < F(x,ys).
3. lim F(z,y) = F(—o00,y) =0

lim F(z,y) = F(z,—00) =0

Yy——00

lim F(x,y) = F(oo0,00) = 1.

y-}OO
4. Neprekidnost zdesna v svakoj varijabli:

him F(x,yo) = hm F(zo,y) = F(xo0,%)-

Dokaz.

1. Neka su z1,79 € R takvi da je 7 < x9. Tada je {X < 21} C {X < x9}. Iz ovoga
slijedi
(X <o}bn{Y <yb C{X <mbni{y <yh

Zbog monotonosti vjerojatnosti slijedi: F'(zq,y) < F(x9,y).
2. Dokaz ove tvrdnje je slican dokazu prethodne tvrdnje.

3. Dogadaji {X < —o00,Y <y} =0, {X < z,Y < —o0} = () su nemoguéi dogadaji.
Kako je vjerojatnost nemoguéeg dogadaja jednaka nula (P(Q)) = 0), slijede prva i
druga jednakost.

Dogadaj {X < 00,Y < oo} = Q jesiguran dogadaj. Buduéi da je vjerojatnost sigurnog
dogadaja jednaka jedan (P(€2) = 1), slijedi posljednja jednakost.

4. Neka je z > x(. Tada je:
F(x,y0) — F(xo,y0) = P(X <z,Y <) — P(X < z0,Y <)
= P{X € (—o0,z]} N{Y < wo}) — P{X € (—o0, 0]} N{Y < wo})
= P({X € (zo, 2]} N{Y < wo}).

Za monotono padajudi niz (a,,n € N), takav da je le a, = 0, vrijedi:
n 0.)

lim (F(z,y0) — F(x,y0)) = 1}1_{20 PH{X € (xo,20 + an)} N{Y < yo})

xlxo

ZPQ%HF@m%+MNWY§mQ=P@=Q

odakle slijedi tvrdnja.
O

S obzirom na sliku slucajne varijable (R (X)) razlikovali smo diskretnu i neprekidnu slu¢ajnu
varijablu. Stoga ¢emo u nastavku promatrati diskretan te neprekidan (dvodimenzionalan)
sluc¢ajni vektor.



2 Diskretan dvodimenzionalan slucajni vektor

U ovom poglavlju ¢emo proucavati diskretan dvodimenzionalan slucajni vektor. Diskretan
slucajni vektor (X,Y’) prima vrijednosti iz kona¢nog ili prebrojivog skupa. Dakle, slika od
(X,Y) je dana s

R(X,Y) ={(z;,y;) : (i,j) € I}, I CNxN. (1)

Pri tome ¢emo poznavati vjerojatnosna svojstva (tj. funkciju distribucije) ukoliko su nam
poznate sljedece vjerojatnosti:

pij =p(xi,y;) = P(X =2,,Y =y;), (4,j) € I CNxN,

pri cemu mora vrijediti sljedece:

o p;; >0,zasve (i,j) el CNxN
iJ

Niz brojeva (p;;) nazivamo distribucija diskretnog sluc¢ajnog vektora (X,Y).
Za funkciju distribucije diskretnog slucajnog vektora (X,Y), F': R? — [0, 1], vrijedi:

F(z,y) =P(X <z,Y <vy)
= Z Z P(X:l’i,Y:yj)

i<z y; <y

= Z sz’j-

T <z Y; <y

2.1 Tablica distribucije

U nastavku rada ¢emo, zbog jednostavnosti, pretpostaviti da diskretan sluc¢ajni vektor prima
vrijednosti iz konacnog skupa, tj.

R(X,)Y)={(zi,y;) 1 =1,2,...,n, j=1,2,..m}.

Tada se distribucija slu¢ajnog vektora moze prikazati tablicom

X \ Y Y1 Y2 Ym
X p($17?/1) p(x17y2) p(xhym)
T p(332> y1)  p(wo, yz) oo p(T2,Ym)
T | (T y1) P(@nsy2) oo P(Tn, Ym)

Tablica 1: Tablica distribucije diskretnog slucajnog vektora (X,Y’) koji prima vrijednosti iz
skupa R(X,Y) ={(z;,y;) 11 =1,2,...,n, j=1,2,..m}.

koju nazivamo tablica distribucije diskretnog slucajnog vektora (X,Y).



Prethodno se moze lako generalizirati na slucaj kada slucajni vektor prima vrijednosti iz
prebrojivog skupa, tj. ukoliko je slika slu¢ajnog vektora dana s (1) te se tada tablica distri-
bucije zapisuje na sljedec¢i nacin:

X \ Y Y1 Y2 e Ym
X1 p<xla yl) p(xh yz) e p(ﬂchym)
T2 p(%a yl) p(%; y2) e p(xg, ?Jm)
Ty | (T, 1) P(Tnsy2) oo P(Tns Ym)

Tablica 2: Tablica distribucije diskretnog slu¢ajnog vektora (X,Y") koji prima vrijednosti iz
skupa R(X,Y) = {(z;,y;) : (i,j) € I}, I e NxN.

2.2 Marginalne distribucije

Marginalnim distribucijama nazivamo distribucije svake komponente (tj. slucajne vari-
jable) slucajnog vektora (X,Y).

Promotrimo kako iz distribucije slu¢ajnog vektora (X,Y) mozemo dobiti marginalne dis-
tribucije.

Neka je (X,Y) diskretan slucajni vektor koji prima vrijednosti iz kona¢nog skupa
R(X,)Y)={(z;,y;) 1 =1,2,...,n, 5 =1,2,...,m}

te neka je distribucija slucajnog vektora dana s:

pij =p(xi,y;) = P(X =2, =y;), i=1,2,...,n, j=1,2,...,m.

Kako bismo dobili distribuciju sluc¢ajne varijable X, racunamo vrijednosti koje predstavljaju
sumu i-tog retka u tablici distribucije slu¢ajnog vektora (X,Y):

j=1 j=1 J=1

Na slican nac¢in dobivamo distribuciju slucajne varijable Y. Medutim, racunamo vrijednosti
koje predstavljaju sumu j-tog stupca u tablici distribucije slucajnog vektora (X,Y):

bj = P(Y =y;) =P<U{X=$iayzyj}> =Y P(X =2, =y;) =D pij-
=1 =1 =1

Tablicu distribucije mozemo prosiriti tako da upisujemo u margine tablice vrijednosti koje
smo gore izracunali te se zato distribucije nazivaju marginalne distribucije.



X\Y U1 Y . Ym a
Ha) P(iUb yl) P(%, y2) e p(mlaym) ai
T2 P(xza yl) p(ﬂha 3/2) e p(l’% Z/m) asg
Tn p(l’n,?ﬂ) p<xmy2) cee p(xmym) G,

Tablica 3: Prosirena tablica distribucije diskretnog sluc¢ajnog vektora (X,Y) s marginalnim
distribucijama.

Iz Tablice 3. mozemo vidjeti kako izgledaju distribucije sluc¢ajnih varijabli X i Y s ko-
nac¢nom slikom:
[T T2 ... Tp (Y1 Y2 - YUm
X_<a1 as ... an>’ Y_(b1 by ... bm>’

Pogledajmo sada na primjeru kako izgleda tablica distribucije sluc¢ajnog vektora (X,Y") te
distribucije slucajnih varijabli X i Y.

Primjer 2.1.

Slucajni pokus se sastoji od jednog bacanja pravilno izradenog novcica te jednog izvlacenja
kuglice iz Sesira. U seSiru se nalaze tri kuglice: jedna kuglica crvene boje, jedna kuglica bijele
boje te jedna kuglica plave boje.

Rjesenje:
Skup svih elementarnih dogadaja ovog pokusa jest:

Q= {(P,C),(P,B),(P,P),(G,C),(G, B), (G, P)}.

Neka slucajna varijabla X prima vrijednost 0 ako se prilikom bacanja novci¢a okrenulo pi-
smo, a 1 ako se okrenula glava te neka slucajna varijabla Y prima vrijednost 0 ako je izvucena
kuglica crvene boje, 1 ako je izvucena kuglica bijele boje te 2 ukoliko je izvucena kuglica
plave boje. Tada je:

S
I
|
>
I
=
~
I
=
I

- o~ N~
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odnosno .
py=P(X =i,y =j) =<, i€{0,1}, je{0,1,2}



Distribucija slucajnog vektora (X,Y) je dana sljede¢om tablicom:

X\Y|o 1 2

1 1 1
S
1 5 6 6

a prosirena tablica distribucije slu¢ajnog vektora (X,Y) s

X\Y|0o 1 2
NI
Lo
N

Distribucije sluc¢ajnih varijabli X i Y dane su s
1y el
2 2

2.3 Nezavisnost i uvjetne distribucije

Wi O

Wl DN
~

Wl =

Prilikom proucavanja veza izmedu komponenti slucajnog vektora, ponekad nam nisu dovoljne
samo tablica distribucije i marginalne distribucije. Stoga ¢emo definirati uvjetne distribucije
slucajnog vektora iz razloga Sto nas zanima distribucija slucajne varijable X s obzirom na
poznatu vrijednost slucajne varijable Y.

Definicija 2.1. Neka je (X,Y) diskretan slucajni vektor. Za slucajne varijable X 1Y kaZemo
da su nezavisne ukoliko vrijedi

pij:a’i'bj 2'21,2’.,.777,7 j:1727”'7m'

Nadalje je:
EX]=m= Z:ll’z C

BIY) == 5 b,
J:
Var(X) = 0? = i(xz — u1)% - ay,
i=1

Ukoliko je b; > 0, tada se diskretna distribucija s konacnim skupom vrijednosti
R(X|y]) = {171, X2y uey l’n}
1 pripadnim vjerojatnostima

Pxyy—y(z) = P(X =aY =y;) =22, i=1,2,..n,

nazive uvjetna distribucija komponente X za fiksan y;.



Broj E[X|y;] = > x; - % se naziva uvjetno ocekivanje komponente X za fiksan y;.
i=1

Analogno, ukoliko je a; > 0, tada se diskretna distribucija s konacnim skupom vrijednosti

R(Y|ZE1) = {yhy?v D) ym}
i pripadnim vjerojatnostima
Pij .
Py‘X:xz(y]):P(Y:yﬂX:ZEZ):J, ] :1,2,...,m,

naziva uvjetna distribucija komponente Y za fiksan z;.

Broj E[Y |x;] = Y y; - %2 se naziva uvjetno ocekivanje komponente Y za fiksan ;.
1

(3

J]=

Pogledajmo na primjeru kako se odreduju uvjetne distribucije sluc¢ajnog vektora.

Primjer 2.2.

U sesiru se nalazi 25 papirica. Na svakom papiricu je napisan jedan od brojeva 1,2, ...,25.
Nasumce se izvlaci jedan papiri¢ iz sesira. Neka slucajna varijabla X prima vrijednost 0
ukoliko izvuceni broj nije djeljiv s 3 te 1 ukoliko je izvuceni broj djeljiv s 3. Nadalje, neka
slucajna varijabla Y prima vrijednost 0 ukoliko je izvuceni broj paran te 1 ukoliko je neparan.

Odredimo:
a) distribuciju slucajnog vektora (X,Y),
b) marginalne distribucije komponenti X 1Y,

c) wvjerojatnost da je izvuceni broj djeljiv s 3, uz uvjet da je paran.
Rjesenje:

a) Slika slucajnog vektora je
R(X,Y) ={(0,0),(0,1),(1,0), (1,1)}.

Medu brojevima 1, ..., 25 imamo 8 parnih brojeva koji nisu djeljivi s 3, 9 neparnih bro-
jeva koji nisu djeljivi s 3 te 4 parna i 4 neparna broja koja su djeljiva s 3.

Na temelju klasicne definicije vjerojatnosti je tada:

8
P(X:O,Yzl):g,
25
P(X:1,Y:0):i,
25
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Distribuciju diskretnog slucajnog vektora (X,Y’) mozemo zapisati sljede¢om tablicom,
iz koje se odmah mogu odrediti i marginalne distribucije komponenti X i Y:

X\Y | O 1
8 9 | 17
0 25 25 | 25
1 4 4 | 8
25 25 | 25

12 13
25 % | 1

b) Marginalne distribucije komponenti X i Y su

0 1 0
X = (17 8) , Y= (12
25 25 25

1 )
13 | -
25

¢) Trazi se P(X = 1|Y =0). Na temelju definicije uvjetne vjerojatnosti proizlazi:

P(X=1,Y =0)

PO =1Y =0) = =554
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3 Neprekidan dvodimenzionalan slucajni vektor

Za razliku od diskretnog dvodimenzionalnog slucajnog vektora koji prima vrijednosti iz ko-
nacnog ili prebrojivog skupa, neprekidan dvodimenzionalan slucajni vektor prima vrijednosti
u skupu R x R = R2,

Definicija 3.1. Za dvodimenzionalan slucajni vektor (X,Y') kazZemo da je neprekidan ukoliko
postoji nenegativna realna funkcija f : R*> — R, takva da se funkcija distribucije slucajnog
vektora (X,Y') moZe zapisati u sljedecem obliku

F(z,y)=P(X <z,Y <y) = /m /yf(u,v)dudv.

Pri tome funkciju f nazivamo funkcija gustoce neprekidnog dvodimenzionalnog slucajnog
vektora te su mjome potpuno odredena vjerojatnosna svojstva takvog vektora.

Ukoliko je slu¢ajni vektor (X, Y') neprekidan s pripadnom funkcijom gustoée f, tada ¢ée nje-
gove marginalne distribucije takoder biti neprekidnog tipa.

Funkcije gusto¢e marginalnih distribucija mozemo izracunati iz funkcije gustoce f slucaj-
nog vektora (X,Y’), na sljedeéi nacin:

o0

PX<z)=PX<z,Y <o0)= /36 /f(u,v)dudﬂz /36 (7f(u,v)dv) du.

—00 —00

Oznac¢imo i s

Fela) = [ w0 o,

tada je fx funkcija gustoce slucajne varijable X. Takoder, funkciju fx zovemo marginalna
funkcija gustodée slucajne varijable X slucajnog vektora (X,Y).

Na slican nac¢in dobivamo marginalnu funkciju gustoce slucajne varijable Y slucajnog
vektora (X,Y)

o) = [ fluy) du.

Pogledajmo na primjeru kako odrediti marginalne funkcije gusto¢e komponenti slucajnog
vektora.

Primjer 3.1.
Neka je funkcija gustoce slucajnog vektora (X,Y) zadana formulom:

re Wt zax>04iy >0

f(x,y) :{

0, za preostale (x,y) € R2.

Odredimo marginalne funkcije gustoce komponenti X 1Y .



Rjesenje:

Marginalna funkcija gustoc¢e komponente X slucajnog vektora (X,Y) je

o0

fx(x) = /xe’x(yﬂ)dy.
0

Uvodenjem supstitucije
1
u=—x(y+1) = dy=——du
T
y—0, u— —x

Yy — 00, U — —00

dobivamo
—00 —z —x
fX(a:):—/e“du:/e“du:e“ =e"—e T =e¢
—X —00 U=—00

Marginalna funkcija gustoc¢e komponente Y slucajnog vektora (X,Y) je

[e.o]

fy(y) = /xe’x(y“) dr.
0

Integral rjesavamo metodom parcijalne integracije te imamo

u=x — du=dzx

e_x(y'i‘l)
dv=e W dy v = — .
y+1
Sada je
—z(y+1) F e~y +1) F e—z(y+1)
fr(y) = ¢ —1—/6 dx:/e dz.
y+1 o0 Y +1 oY +1
Uz supstituciju
(y+1)—d du
U = — T =
y —

iz (2) slijedi

12



13

3.1 Nezavisnost i uvjetne gustoce

Kod diskretnog sluc¢ajnog vektora imali smo uvjetne distribucije, no kako neprekidan slucajni
vektor opisujemo funkcijom gustoce, u tom smislu ¢emo ovdje definirati uvjetne gustoce.

Definicija 3.2. Neka je (X,Y) neprekidan slucajni vektor s funkcijom gustoce f te funkcijom
distribucije F. Za slucajne varijable X i Y kaZemo da su nezavisne ako za svaki (x,y) € R?
vrijedsi

Fz,y) = Fx(z) - Fy(y),

gdje su Fx, Fy marginalne funkcije distribucije slucajnog vektora.

Tada je i
fla,y) = fx(x) - fr(y),

pri cemu su fx, fy marginalne funkcije gustoce slucajnog vektora.

Nadalje, ako je y realan broj takav da je fy(y) > 0, tada funkciju

_ f(@y)
fX‘Y:y(x) B fY(y)

zovemo uvjetna gustoéa komponente X za fiksan y.

Analogno, ako je x realan broj takav da je fx(x) > 0, tada funkciju

fY\X:x(y) = J;f(’my))
zovemo uvjetna gustoc¢a komponente Y za fiksan x.
Brojeve .
EIX)Y =gl = [ @+ fxyoy(a) dr,
odnosno o:o
E[Y|X =z = / Y- fyix=(y) dy

zovemo uvjetno ocekivanje komponente X za fiksan y, odnosno uvjetno ocekivanje
komponente Y za fiksan x.

Pogledajmo na primjeru kako se odreduju uvjetne gustoce neprekidnog slucajnog vektora.

Primjer 3.2.
Ukoliko neprekidnom slucajnom vektoru (X,Y") pripada funkcija gustoée zadana formulom:

2 2
fo = oL () ) () ()
Y 210109y/1 — p?
kaZemo da (X,Y) ima dvodimenzionalnu normalnu distribuciju N (py, po, 01, 02, p) s para-

metrima p; € R, ps € R, 09 >0, 09 > 0, 0 < p < 1. Odredimo uvjetne gustoce dvodimenzi-
onalnog normalnog slucajnog vektora.
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Rjesenje:

Marginalne distribucije komponenti X i Y su normalne distribucije N (i1, 02) i N (2, 03).
Odredimo najprije uvjetnu gusto¢u komponente X za fiksan y € R:

(x—(u1+p¥(y—u2)))2
f(y) ! - 307 r eR.

P =) =) |

Uocimo da je uvjetna gustoc¢a komponente X, uz uvjet Y = y, normalna distribucija

N (1 +pj;<y — 2, o3 (1= p?)).

Analogno, uvjetna gustoca komponente Y, uz uvjet X = x, je normalna distribucija

N (jis +pjj<x — ), 03(1 = p)).

Iz danih izraza odmah slijedi:

EXY =yl =+ pZ(y — pa2),
EY|X = 1] = ps + pZ(x — 1),
Var(X|Y =y) = of(1 — p?),

Var(Y|X = z) = 03(1 — p?).
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4 Numericke karakteristike slucajnog vektora

U ovom poglavlju ¢éemo definirati momente slucajnog vektora, odnosno osnovne numericke
karakteristike slucajnog vektora. Znamo kako momenti slucajne varijable poblize opisuju
slucajnu varijablu te ¢emo u nastavku, zbog moguée kompliciranosti funkcije distribucije,
odnosno tablice distribucije ili funkcije gustoce slucajnog vektora, vidjeti kako momenti slu-
cajnog vektora daju dodatne informacije o njemu. Kao i do sada, rezultati se odnose na
diskretan te neprekidan slucajni vektor.

4.1 Momenti

Definicija 4.1. Neka je (Q, F, P) vjerojatnosni prostor te Z = (X,Y) : Q — R? dvodimenzi-
onalan slucajni vektor. Ocekivanje slucajnog vektora (X,Y") je vektor ocekivanja komponenti
tog slucajnog vektora

Definicija 4.2. Neka je (X,Y) slucajni vektor. Ocekivanje slucajne varijable X*Y* (ukoliko
postoji) oznacavamo §
e = E[X*YY, k,leN,

i nazivamo ishodisni moment reda (k,[) slucajnog vektora (X,Y).

Centralni moment reda (k,l) slucajnog vektora (X,Y) je ocekivanje (ukoliko postoji)

m = B[(X — BIX])*(Y — B[Y])].

Napomena 4.1. Ishodisni momenti reda (1,0), (0, 1) te centralni momenti reda (2,0), (0, 2)
daju ocekivanje te varijancu komponenti slucajnog vektora (X,Y), tj. vrijedi

H1io = E[XL
Ho1 = E[Y]>
may = E[(X — E[X])?] = Var(X),

4.2 Kovarijanca i koeficijent korelacije

U proucavanju slu¢ajnih vektora posebno nam je bitan centralni moment reda (1,1) kojeg
nazivamo korelacijski moment ili kovarijanca slu¢ajnog vektora (X,Y"), a koji je definiran
izrazom

Cov(X,Y) = E[(X — E[X]))(Y — E[Y])].



Kako bismo jednostavnije racunali kovarijancu mozemo ju zapisati u sljede¢em obliku:

Cov(X,Y) = E[(X — E[X])(Y — E[Y])]
= E[XY — XE[Y] - YE[X] + E[X]E[Y]]
= E[XY] - E[X]E[Y].

Pogledajmo na primjeru kako se racuna kovarijanca slucajnog vektora.

Primjer 4.1.
Slucajni vektor (X,Y') je zadan tablicom distribucije

X\Y| 1 2 5
2 014 011 0.05)|0.30
0 015  0.10 0 | 0.25

0.10 010  0.25| 0.45

0.39  0.31  0.30| 1

Odredimo kovarijancu od (X,Y).

Rjesenje:

Distribucije slucajnih varijabli X i Y dane su s

2 0 1 1 2 5
X = (Oiﬂ) 0.25 (145) Y= (0;%9 0.31 (130)'

Lako je izracunati ocekivanje sluc¢ajne varijable X:
E[X]=-2-030+0-0.25+1-045=—0.15

te ocekivanje slucajne varijable Y':
ElY]=1-0.39+2-0.31+5-0.30 = 2.51.

Nadalje, slika slucajne varijable XY je oc¢ito R(XY) = {-10,—4,-2,0,1,2,5}.

Iz prethodnih podataka dobivamo da je

P(XY = —10) = 0.05,
P(XY = —4) = 0.11,
(XY = —2) =0.14,
P(XY =0) = 0.25,
(XY =1) =0.10,
(XY =2) =0.10,
(XY =5) = 0.25.

Dakle, tablica distribucije sluc¢ajne varijable XY je oblika

Yy — -10 -4 -2 0 1 2 5
- \0.05 0.11 0.14 0.25 0.10 0.10 0.25)°

16



17

Ocekivanje slucajne varijable XY je:
E[XY]=-10-0.05—4-0.11—2-0.1440-0.0254+1-0.104+2-0.10+5-0.25+5-0.25 = 0.33

te je tada kovarijanca slucajnog vektora (X,Y):
Cov(X,Y) = E[XY] — E[X]E[Y] =0.33 — (—0.15) - 2.51 = 0.7065.
[ |

Pojam kovarijance vezemo uz pojam nezavisnosti slucajnih varijabli. Stoga ¢emo u slje-

de¢em teoremu iskazati i dokazati vezu izmedu kovarijance i nezavisnosti slucajnih varijabli.

Teorem 4.1. Neka je (X,Y) dvodimenzionalan slucajni vektor te neka postoje E[X] i E[Y].
Ukoliko su slucajne varijable X i Y nezavisne, tada je Cov(X,Y) = 0.

Dokaz.

Neka su slucajne varijable X i Y nezavisne. Tada vrijedi E[XY] = E[X]|E[Y]
(vidi [1, str. 147]) te je kovarijanca slucajnog vektora jednaka

Cov(X,Y) = E[XY] — E[X]E[Y] = E[XY] — E[XY] =0.
0

Korolar 4.1. Ukoliko je kovarijanca slucajnog vektora (X,Y') razlicita od nule tada su slu-
cajne varijable X 1Y nuzno zavisne.

Prethodne tvrdnje u nastavku ¢emo ilustrirati na primjerima.

Primjer 4.2. Iz seSira u kojem se nalaze cetiri papirica oznacena brojevima 1,2,3 i 4 iz-
vlacimo dva papirica tako da prvi izvuceni papiric¢ vratimo u sesir prije izvlacenja drugog
papirica. Rezultat izvlacenja modeliran je slucajnim vektorom (X,Y), gdje X predstavlja
rezultat prvog izvlacenja, a 'Y rezultat drugog izvlacenja. Distribucija tog slucajnog vektora
dana je sljedecom tablicom:

X\Y | 1 2 3 4
I T T Il
16 16 16 16 | 4
9 |1 1L 1 11
16 16 16 16 | 4
9 |1 1 1 11
16 16 16 16 | 4
4 1 1 1 111
16 16 16 16 | 4
1 1 1 1]y
4 4 4 4
Odredimo jesu li X 1Y nezavisne.
Rjesenje:
1 11
PX=1Y=1)=—=--—-=PX=1)-PY=1
1 11
PX=1,Y=2)=—=--—-=PX=1)-PY=2)
16 4 4
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Daljnjim raspisom vidimo da vrijedi P(X = ¢,Y = j) = P(X = 1) - P(Y = j), za
i,j = 1,2,3,4, sto prema Teoremu 3.2. (vidi [1, str. 145]) znadi da su X i Y nezavisne

te prema Teoremu 4.1. slijedi da je Cov(X,Y) = 0.
|

Primjer 4.3.
Prisjetimo se Primjera 4.1. u kojem smo imali slucajni vektor (X,Y) zadan odgovaraju-
com tablicom distribucije. U tom primjeru smo odredili da je kovarijanca slucajnog vektora

jednaka
Cov(X,Y) = 0.7065 # 0.

Buduéi da je kovarijanca razlicita od nule, prema Korolaru 4.1. slucajne varijable X 1Y iz

tog primjera su nuzno zavisne.
[ |

Napomena 4.2. Opcéenito, obrat Teorema 4.1. ne vrijedi, tj. ukoliko je kovarijanca slucaj-
nog vektora (X,Y") jednaka nuli, ne znaci da su slucajne varijable X i'Y nuzno nezavisne.

Primjer 4.4. Neka je distribucija slucajnog vektora (X,Y') dana sljedecom tablicom:

X\Y|-1 o0 1
2 2 4
0 |3 0 5|53
110 & 0%

2 1 2
5 5 511

Odredimo kovarijancu od (X,Y) te ispitajmo jesu li slucajne varijable X iY nezavisne.

Rjesenje:

Marginalne distribucije komponenti slu¢ajnog vektora (X,Y") su:

1 -1 0 1
X = (4 1) , Y= ( 2 1 2)-
5 5 5 5 5

Ocekivanje od X je F[X] = %, dok je ocekivanje od Y jednako E[Y] = 0.

Primijetimo da je slika slucajne varijable XY jednaka R(XY) = {—1,0,1} te je njezina
distribucija dana sljede¢om tablicom:

w0
Ocekivanje od XY je E[XY] = 0 te je kovarijanca slucajnog vektora jednaka
Cov(X,Y) = E[XY] - E[X|E[Y]=0.
Slucajne varijable X 1Y ocito nisu nezavisne jer je npr.

P(X:1,Y:—1):o¢;EZP(XZD.P(X:—D.
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Definicija 4.3. Neka je (X,Y) slucajni vektor tako da je njegova kovarijanca jednaka nuli.
Tada kazZemo da su slucajne varijable X 7Y nekorelirane.

Napomena 4.3. Nezavisnost komponenti slucajnog vektora povlaci njihovu nekoreliranost,
dok obrat tvrdnje opcenito ne vrijedi.

Takoder nam je u praksi, ¢esto od interesa promatrati kovarijancu standardiziranog oblika
slucajnog vektora (X,Y’). Stoga, neka je (X,Y) dvodimenzionalan slucajni vektor. Ako
slucajne varijable X i Y imaju varijance 0% # 0 i 0% # 0, tada ih moZemo standardizirati
(vidi [1, str. 103]).

Oznacimo li s ux = FE[X], py = E[Y], postupkom standardizacije dobivamo vektor

X —px Y_,UY>

(Xs,Ys) = (
ox Oy

gdje ox i oy predstavljaju standardne devijacije odgovaraju¢ih komponenti slucajnog vek-
tora.

Kovarijanca sluc¢ajnog vektora (Xg, Ys) je jednaka

Cov(X,Y)

COV(Xs,YS) = ovo
X0y

te oznacava koeficijent korelacije slucajnog vektora (X,Y’) kojeg definiramo izrazom

Sljededi teorem nam daje dovoljne uvjete za postojanje kovarijance slu¢ajnog vektora te tvrdi
da se koeficijent korelacije uvijek nalazi u segmentu [—1, 1].

Teorem 4.2. Neka je (X,Y) slucajni vektor takav da je 0 < E[X?] < o0 i 0 < E[Y?] < cc.
Tada postoji kovarijanca danog slucajnog vektora te vrijede sljedece nejednakosti:

lpoxvy| <1,
(E[XY))* < B[X*E[Y?].
Dokaz.

Pretpostavimo da je (X,Y) slucajni vektor takav da su X i Y slucajne varijable s oce-
kivanjem nula (E[X] =0, E[Y] = 0) i varijancom jedan (Var(X) = 1, Var(Y) = 1). Ukoliko
postoji kovarijanca tog slucajnog vektora, tada je ona jednaka

Cov(X,Y) = E[XY] - E[X|E[Y] = E[XY].

Takoder, varijance slucajnih varijabli X i Y su jednake Var(X) = F[X?] i Var(Y) = E[Y?].

Dakle, ukoliko postoji F|XY| tada postoji kovarijanca.
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Koristenjem nejednakosti 2|zy| < 2 + y? te primjenom monotonosti ocekivanja dobivamo:
E|XY| < ;(E[XQ] + E[Y?]) < oo.
Dakle, kovarijanca postoji. Dodatno imamo
|[E[XY]| < E|XY| < ;(E[Xﬂ + E[Y?]) = ;(1 +1)=1.

Budud¢i da su varijance slucajnih varijabli X i Y jednake jedan, tada je za ovaj slucajni
vektor koeficijent korelacije jednak kovarijanci. Takoder, uo¢imo da su tvrdnje teorema ek-
vivalentne ukoliko je sluc¢ajni vektor (X,Y’) standardiziran.

Nadalje, pretpostavimo da je (X,Y") bilo koji sluc¢ajni vektor. U tom sluc¢aju moZemo pro-
vesti postupak standardizacije, pri ¢emu standardizirani vektor (Xg, Ys) zadovoljava uvjete
prvog dijela dokaza. Dakle, postoji kovarijanca od (Xg, Ys) te vrijedi

(E[XsYs])” < B[Xs®|E[Ys®] = 1. (3)

Uz to vrijedi da je X = oxXg + pux, Y = oyYs + py, gdje su pux,ox, py, oy oznake za
ocekivanje i standardnu devijaciju odgovarajucih sluc¢ajnih varijabli.

Kako bismo provjerili postoji li kovarijanca slu¢ajnog vektora (X, Y") trebamo odrediti postoji
li ocekivanje slucajne varijable XY

EIXY| = El(oxXs + px)(oyYs + py)|
< oxoy E|XsYs| + ox|uy |E|Xs| + oy |ux|E[Ys| + [uxpy|.

Dakle, vidimo da kovarijanca postoji.

Koeficijent korelacije standardiziranih slucajnih varijabli X i Y je jednak koeficijentu ko-
relacije slucajnih varijabli X i Y te je stoga po prvom dijelu dokaza koeficijent korelacije po
apsolutnoj vrijednosti manji ili jednak jedan.

Dokazimo sada drugu nejednakost. Primjenom (3), linearnosti ocekivanja te znajuéi da
je ocekivanje standardizirane sluc¢ajne varijable jednako nula dobivamo:

(E[XY])? = (B[(0x Xs + px)(0vYs + py)])?
= (Eloxoy XsYs + pyoxXs + pixoyYs + pixpiy])?
= (ox0y E[XsYs] + pyox E[Xs] + pxoy E[Ys] 4 pixpy )?
= (oxoy E[XsYs] + pxpy)?
= ox oy (E[XsYs))? + 20x0y pux iy E[XsYs] + pi 13
< oxoy + 20x0y |pxpy | + iy
< (0% + px)(0y + py) = BX?]E[Y?].
[

U uvodnom dijelu smo rekli da veze izmedu sluc¢ajnih varijabli ne mozemo dokuciti ukoliko
svaku slucajnu varijablu gledamo zasebno. Izmedu njih moze postojati linearna veza, a kako
povezati linearnu vezu komponenti slucajnog vektora s koeficijentom korelacije sluc¢ajnog
vektora promotrit ¢emo u sljedeé¢em teoremu.
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Teorem 4.3. Neka je (X,Y) slucajni vektor takav da je 0 < ox < 00 10 < gy < 00.

Kazemo da je veza izmedu slucajnih varijabli X ©Y linearna, tj. postoje realni brojevi a
(a#0) i b takvi da je
Y =aX+0D

ako i samo ako je koeficijent korelacije po apsolutnoj vrijednosti jednak 1. Ukoliko je a > 0
tada je koeficijent korelacije 1, dok je u suprotnom jednak -1.

Dokaz.

Neka je (X,Y) slucajni vektor te neka su a,b € R, a # 0, takvi da je Y = aX + 0. Iz
pretpostavki teorema mozemo vidjeti da postoji kovarijanca te vrijedi

Cov(X,Y) = E[(X — E[X])(Y — E[Y])]
= B[(X — B[X])(aX +b— ElaX + )]
= F[(X — E[X])(aX +b—aE[X] - )]
= aE[(X — E[X])?]
= a Var(X)

Bududi da je Var(Y) = a? Var(X) (vidi [1, str. 93]) tada je
Cov(X,Y)  ack  a

oxoy  oxlalox m'

PXyYy =
Dakle, ukoliko je a > 0 tada je pxy = 1, a ukoliko je a < 0 tada je pxy = —1.
Dokazimo sada obrat tvrdnje.

Pretpostavimo da je pxy =1 te definirajmo pomoc¢nu sluc¢ajnu varijablu Z s
1 1
J=—X—-—Y.
0x Oy
Varijanca slucajne varijable Z je tada jednaka
[/ 1 1 1 1 2
Var(Z) = F < X—-——Y—-F {X—Y]) ]

Oy 0Xx Oy

_E ( X - —Y _ 01XE[X] + ;E[Y]ﬂ

CES EX>—;Y<Y—E[Y1>)2]

_ ;%(E[(X — E[X))?] - OXQUyE[(X ~E[X))(Y — E[Y])] + Ul%E[(y B
:é—Ql)X,YnLZ;Y/:l—QJrl:Q,

Dakle, mozemo vidjeti da je Z konstanta pa oznac¢imo Z = c¢. Tada vrijedi

1 1
= —X-—Y,
ox Oy
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odnosno

Oy
Y=—X- OycC
OXx

te je time dokazano da je veza izmedu X i Y linearna.

Za pxy = —1 se analogno moze dokazati linearnost veze slucajnih varijabli X i Y uko-
liko definiramo pomoc¢nu sluc¢ajnu varijablu Z kao

1 1
J=—X+—Y.
ox Oy

4.3 Kovarijacijska i korelacijska matrica

Varijance i kovarijancu n-dimenzionalnog slucajnog vektora X = (X1, Xo, ..., X,,) zapisujemo
u matricnom obliku. Matrica kovarijanci je generalizacija varijance slucajne varijable te se
cesto koristi u praksi.

Definicija 4.4. Neka je Z = (X,Y) dvodimenzionalan slucajni vektor. Kovarijacijska
matrica /i matrica kovarijanci slucajnog vektora Z je definirana s

Cov(X,Y) = E[(Z — E|Z))(Z — E|Z))"].

Radi lakseg racunanja kovarijacijsku matricu moZemo zapisati u sljedecem obliku.:

Cov(X,Y) = E [(Z — E[Z))(Z — E[Z))"]

_ [ E[(X — E[X])?] E[(X - EX])(Y - E[Y])]
ElY = E[Y])(X - E[X])] E[(Y — E[Y])?]

| Var(X) Cov(X,Y)
N [COV(X, Y) Var(Y) |-

U svrhu dokazivanja sljedec¢eg teorema, u kojem ¢e biti navedena svojstva kovarijacijske ma-
trice, potrebna nam je sljedeca definicija.

Definicija 4.5. Simetricna matrica A € R™" je pozitivno semidefinitna ukoliko za svaki
netrivijalan vektor x (x # 0) vrijedi

xl Az > 0.
Ukoliko za svaki netrivijalan vektor x (x # 0) vrijedi

xl Ax > 0,

tada kazZemo da je matrica A pozitivno definitna.
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Teorem 4.4. (Svojstva kovarijacijske matrice)
Kovarijacijska matrica ima sljedeca svojstva:

1. Kowvarijacijska matrica je simetricna.

2. Kowarijacijska matrica je pozitivno semidefinitna.

Dokaz.

1. Bududi da je Cov(X,Y) = Cov(Y, X) slijedi tvrdnja.

2. Neka je Z = (X,Y) dvodimenzionalan slucajni vektor. Nadalje, neka je b € R? te
definirajmo pomoc¢nu slucajnu varijablu

U=0b"(Z— E[Z).
Tada vrijedi

0 < EB[U* = E[UU"] =b"E[(Z — E|Z))(Z — E|Z]))"]b = b" Cov(X,Y)b.

Dakle, kovarijacijska matrica je pozitivno semidefinitna. Dodatno, kovarijacijska ma-
trica je pozitivno definitna ako i samo ako su sve njezine svojstvene vrijednosti pozi-
tivne.

[]

U istrazivanju nam ponekad nije dovoljno samo poznavati korelaciju izmedu dvije proma-
trane varijable, ve¢ nas zanima kako varijable medusobno utjecu jedna na drugu. Stoga
se izraduje matrica korelacije koja nastaje nakon sto se promatranjem medusobnog odnosa
svih parova dvaju varijabli utvrdi njihova medusobna korelacija. Vrijednost na presjeku i-tog
retka i j-tog stupca predstavlja koeficijent korelacije izmedu varijabli u i-tom retku i j-tom
stupcu. Dobivena matrica je simetri¢na, Sto je posljedica simetri¢nosti kovarijacijske matrice.

Definicija 4.6. Neka je Z = (X,Y) dvodimenzionalan slucajni vektor te neka je Zg stan-
dardizirant oblik slucajnog vektora 7, tj.

X — Y —
Zs:< ,UX’ My)‘

0x Oy

Kovarijacijsku matricu slucajnog vektora Zs nazivamo korelacijska matrica ili matrica
korelacije slucajnog vektora Z te ju oznacavamo s Corr(X,Y). Tada vrijedi

Corr(X,Y) = [ L pX’Y] :
PXY 1

Pogledajmo na primjeru kako dobivamo kovarijacijsku te korelacijsku matricu dvodimen-
zionalnog sluc¢ajnog vektora.
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Primjer 4.5.
Neka je 7. = (X,Y) slucajni vektor tako da je
Var(X) =9
Var(Y) =4
Cov(X,Y) =1.

Izracunajmo kovarijacijsku te korelacijsku matricu.
Rjesenje:
Bududi da je Cov(X,Y) = Cov(Y, X) = 1, tada je kovarijacijska matrica oblika
9 1
Cov(X,Y) = [1 4] :

Koeficijent korelacije slucajnog vektora (X,Y') je jednak

Tada je korelacijska matrica oblika

—_

Corr(X,Y) = [ ﬂ .

Dodatno, svojstvene vrijednosti kovarijacijske matrice su:

=

—v29 +1
n= YD L gm0,
2
V29413
Ay = 2+ ~ 9.19 > 0.

Dakle, kovarijacijska matrica je pozitivnho definitna.
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