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Uvod

Andrej Andrejevic Markov je ruski matematicar poznat po svom radu na stohastickim
procesima. Glavni predmet njegovih istrazivanja kasnije je poznat kao Markovljev lanac.
Markovljev lanac predstavlja niz stanja sustava. Sustav u svakome trenutku moze ili ostati
u istome stanju ili preé¢i u neko novo stanje. Ako niz stanja zadovoljava Markovljevo svojstvo
to znaci da je buduce stanje neovisno o proslom stanju.

Markovljevi lanci imaju mnoge primjene kao statisticki modeli procesa u stvarnome svi-
jetu kao sto su proucavanje sustava tempomata u vozilima, novcani tecajevi, dinamika po-
pulacije zivotinja te u podruc¢jima poput statistike, fizike, kemije, biologije, medicine, glazbe
i sporta. Markovljevi procesi su baza za osnove stohastickih simulacijskih metoda kao sto su
Monte Carlo simulacije, koji se koriste za simuliranje uzoraka iz kompleksne vjerojatnosne
distribucije.

Markovljeve lance s obzirom na skup indeksa dijelimo na Markovljeve lance u diskret-
nom vremenu i Markovljeve lance u neprekidnom vremenu. U ovom radu ¢emo se baviti
Markovljevim lancima u neprekidnom vremenu.

Kako bismo mogli definirati Markovljeve lance u neprekidnom vremenu u prvom poglavlju
¢emo definirati i objasniti neke osnovne pojmove. U drugom poglavlju ¢emo prijeéi na samu
definiciju i konstrukciju gdje navodimo Chapman-Kolmogorovljevu jednadzbu, upoznajemo
se s pojmom regularnosti procesa te dokazujemo kada je proces reguralan. Nadalje, dajemo
uvjet da ako je proces regularan tada je ujedno i Markovljev lanac u neprekidnom vremenu.
Na kraju poglavlja upoznajemo se s ()—matricama odnosno generatorskim matricama koje
¢e nam biti potrebne kod analize Markovljevih lanaca u neprekidnom vremenu. U treéem
poglavlju se bavimo primjerima Markovljevih lanaca u neprekidnom vremenu kao sto su
Poissonov proces i proces radanja te u ¢etvrtom poglavlju pokazujemo da vrijedi jednadzba
unaprijed i unatrag. U zadnjem poglavlju promatrat ¢emo svojstva i strukturu Markovljevih
lanaca u neprekidnom vremenu kao sto su apsorpcijske vjerojatnosti, povratnost i prolaznost,
stacionarna distribucija, grani¢na distribucija te ¢emo na kraju navesti i dokazati Ergodski
teorem.



1  Osnovni pojmovi

Kako bi bolje shvatili Markovljeve lance u neprekidnom vremenu najprije ¢emo definirati
osnovne pojmove. Na pocetku ¢emo navesti osnovne informacije koje su neovisne jedna o
drugoj, zatim ¢emo obraditi neka svojstva eksponencijalne distribucije koja su nam potrebna
za razumijevanje Markovljevih lanaca u neprekidnom vremenu.

Definicija 1.1. Slué¢ajni proces je familija sluc¢ajnih varijabli (X;,t € T') na istom vjerojat-
nosnom prostoru (Q, F,P), gdje je T C R.

Skup vrijednosti slu¢ajnih varijabli X; naziva se skup stanja slu¢ajnog procesa (X, t €
T) i oznacava se s I, I C R. Elemente skupa [ nazivamo stanjima slucajnog procesa
(Xi,t € T). S obzirom na skup I, razlikujemo sljedece kategorije sluc¢ajnih procesa: ako
je I diskretan skup, govorimo o slu¢ajnom procesu s diskretnim skupom stanja i ako I nije
diskretan skup, govorimo o slucajnom procesu s neprekidnim skupom stanja. Elementi skupa
indeksa T" C R najcesce se interpretiraju kao vremenski trenutci. S obzirom na skup indeksa
T, razlikujemo sljedec¢e kategorije slucajnih procesa: ako je T' diskretan skup, govorimo o
sluéajnom procesu u diskretnom vremenu i ako 7" nije diskretan skup, govorimo o slucajnom
procesu u neprekidnom vremenu.

Trajektorija slucajnog procesa (X, t € T) je funkcija definirana na T, t — X;(w) koja
opisuje kretanje (evoluciju) slucajnog procesa (X, t € T) kroz vrijeme. Kako nas zani-
maju Markovljevi lanci u neprekidnom vremenu najprije ¢emo prouciti slu¢ajne procese u
neprekidnom vremenu.

1.1 Slucajni procesi u neprekidnom vremenu

Definicija 1.2. Neka je I prebrojiv skup. Sluc¢ajni proces u neprekidnom vremenu (X, t >
0) na vjerojatnosnom prostoru (2, F,P) s vrijednostima u I je familija slué¢ajnih varijabli
Xt . Q — R.

Razmotrit ¢emo nacine na koje mozemo opisati vjerojatnosno ponasanje od (X, ¢t > 0).
Ovo nam omogucéuje pronaéi neku vjerojatnost povezanu s procesom, primjerice P(X; = i)
ili P(Xy, = do,- -+ , X4, =1y,) ili P(X; = ¢, za neki t). U ovome problemu postoje pojedinosti

koje nisu prisutne u slucaju diskretnog vremena. One nastaju jer za svaki prebrojivi niz
(A,,n € N) po parovima disjunktnih dogadaja A,, € F vrijedi

IP’(LnJAn) = ;P(An),

dok za neprebrojivu uniju Utzo A; nema takvog pravila. Kako bi izbjegli to zahtjevat ¢emo
da procesi (X, t > 0) imaju zdesna neprekidne trajektorije.

Definicija 1.3. Neka je X = (X;,t > 0) slu¢ajni proces u neprekidnom vremenu sa skupom
stanja I. Kazemo da X ima zdesna neprekidne trajektorije ako je za sve w funkcijat — Xi(w)
zdesna neprekidna.

Ako (X;,t > 0) ima zdesna neprekidne trajektorije tada ako za sve w € Q it > 0 postoji
e > 0 takav da vrijedi
Xs(w) =Xi(w), zat <s<t+e



Vjerojatnost bilo kojeg dogadaja, vezanog uz proces koji je neprekidan zdesna, moze se
odrediti iz njegovih konacno-dimenzionalnih distribucija, tj. iz vjerojatnosti
]P)<Xt0 = Z.07)(t1 = ila L 7th = Zn)7

zan20,0§t0§t1§Stnlzo,,znel

Svaka trajektorija t — X;(w) zdesna neprekidnog procesa mora ostati konstantna neko
vrijeme u svakom novom stanju pa postoje tri moguénosti koje dobivamo za vrstu trajekto-
rija. U prvom slucaju trajektorija pravi beskonacno puno skokova, ali samo konacno mnogo
u bilo kojem intervalu [0,¢]. Drugi slucaj je gdje trajektorija ¢ini konacno mnogo skokova i
tada ostaje u nekom stanju zauvijek. U trec¢em slucaju proces napravi beskonaéno mnogo
skokova u zavrsnom intervalu. U tom slucaju nakon eksplozije ( proces se opet pokrece,
moze ponovno eksplodirati beskonacno mnogo puta, a ni ne mora.

Oznacimo s Jo, Ji, ... vremena skokova i Sy, Sy, ... vremena ¢ekanja procesa (X, ¢ > 0).

Definicija 1.4. Vremena skokova procesa (X, t > 0) definiramo s:
J() = O, Jn+1 = inf{t Z Jn " Xt 7& Xjn}
zan=0,1,... gdjeinf () = oo.

Primjetimo da je J; = inf{t > 0 : X; # Xo} te Jy < J; < Jo... te ako je J, < o©
tada vrijedi J,, < J,11 zbog neprekidnosti zdesna. Ako je J,.; = oo za neki n, definiramo
Xoo = X, inacte X je nedefiniran.

Definicija 1.5. Vremena c¢ekanja procesa (Xy,t > 0) zan =1,2,... definiramo sa:

g {Jn T Ty < 00

o0 , inace.
Primjetimo da je S, > 0, za sve n, te J, = S, +--- 4+ Sp, zasve n > 1.

Definicija 1.6. Kazemo da je ¢ vrijeme eksplozije slu¢ajnog procesa X ako je

¢ = Jim Jo=sup =D S

n=1

Ukoliko je ¢ < oo slucajni proces ¢e napraviti beskonaéno mnogo skokova u kona¢nom
vremenu. Svi pojmovi koje smo dosad definirali nam pomazu da slu¢ajnom procesu u ne-
prekidnom vremenu pridruzimo diskretan slucajni proces sto ¢emo objasniti sljede¢om defi-
nicijom.

Definicija 1.7. Proces u diskretnom vremenu (Z,,n > 0) dan sa Z, = X, se zove proces
ili lanac skokova slu¢ajnog procesa (X, t > 0).

Taj proces biljezi stanja kroz koja prode proces X sve do vremena eksplozije.
Nec¢emo razmatrati sto se dogada s procesom nakon eksplozije. Uobic¢ajeno je pridruziti
skupu I novo stanje, recimo oo, i zahtjevati da je X; = oo ako je t > (. Svaki proces koji
zadovoljava ovaj zahtjev se naziva minimalan. Terminologija minimalan se ne odnosi na
stanja procesa nego na interval vremena nad kojim je proces aktivan.



1.2 Neka svojstva eksponencijalne distribucije

Eksponencijalna distribucija ima vaznu ulogu u definiranju i konstrukeiji Markovljevih lanaca
u neprekidnom vremenu. Stoga ¢emo se u ovome poglavlju baviti svojstvima eksponencijalne
distribucije koje su nam potrebne za analizu Markovljevih lanaca u neprekidnom vremenu.

Definicija 1.8. Slucajna varijabla T : Q) — R ima eksponencijalnu distribuciju s parametrom
A, 0 <A< oo ako je
P(T > t) = €_>\t1{t20}.

Pisemo T ~ E(\). Ako je A > 0, tada T ima funkciju gustoce
fr(t) = Ae™ 10y
Funkcija distribucije je dana izrazom
Fr(t) = (1 — e ) 1ys0.
Ocekivanje od T dano je s
E(T) = /OOO fr(t)dt = X1,

Eksponencijalna distribucija ima znacajnu ulogu u Markovljevim lancima u neprekidnom
vremenu zbog sljedeé¢ih rezultata.

Teorem 1.1. (Svojstvo zaboravljanja) Slucajna varijabla T : Q — R ima eksponenci-
jalnu distribuciju ako i samo ako zadovoljava svojstvo zaboravljanja:

P(T > s+t|T >s)=P(T >t), za sve s,t > 0.
Dokaz. Pretpostavimo da je T' ~ E()), tada

P(T > 4t —A(s+t)
BT >s+t{T >s) = (P(Tjs) ) _ ee_AS — M =P(T > t).

Obratno, pretpostavimo da T zadovoljava svojstvo zaboravljanja za P(T > s) > 0. Tada
g(t) =P(T > t) zadovoljava

g(s+1t)=g(s)g(t), zasve s,t>0.

Pretpostavljamo 7' > 0 pa je g(1/n) > 0 za neki n. Tada indukcijom dobivamo

1 1 NE (1 s

g<1>=g(—+---+—> = [g(—)] >0 dli g(—> = [y}
n n n n
VP
n pribrojnika
Stavimo da je A := —logg(1) € (0,00) pa je g(1) = e za neki 0 < A < oo. Istim
argumentom za p,g > 1
9(p/a) = g(1/q)" = g(1)""*

pa g(r) = e~ za sve racionalne r > 0. Za realne ¢ > 0, biramo racionalne r, s > 0 tako da
jer <t <s. Kako je g padajuca funkcija

e =g(r)>g(t) > g(s) =

i buduéi da mozemo izabrati r i s proizvoljno blizu ¢, iz toga je g(t) = e M paT ~ E(\). O

4



Sljedeci rezultat prikazuje da suma nezavisnih eksponencijalnih sluc¢ajnih varijabli je ili
gotovo sigurno konacna ili beskonacna i daje kriterij za odlucivanje kakva je. Ovo Ce se
koristiti za utvrdivanje mogu li ili ne mogu neki Markovljevi lanci u neprekidnom vremenu
podnijeti neprebrojivo mnogo skokova u kona¢nom vremenu.

Teorem 1.2. Neka je Sy, Ss, ... niz nezavisnih slu¢ajnih varijabli takvih da je S, ~ E(\,)
10 <\, <00, za sven.

i) Ako ﬁ < 00 tada je P(> 02 Sp < 00) = 1.
i) Ako > 07, ﬁ = oo tada je P(D> >, S, =00) = 1.

Dokaz. i) Pretpostavimo da je > 7 )\i < 00. Koristenjem teorema o monotonoj konver-

genciji moze se pokazati da ocekivanje nenegativnih slucajnih varijabli zadovoljava

E( e Sn) = > E(S,). Tada imamo

oo o0 1
E(;Sn> :ZI)\—H < 00
paje P30 S, < o0) = 1.

ii) Pretpostavimo da je > 2, ﬁ = 00. Tada [[72,; (1 - ﬁ) = oco. Primjenom teorema o

monotonoj konvergenciji te zbog nezavisnosti slucajnih varijabli Sy, Ss, ..., 5, je
EeZ=5) = E([[e) =]] B =]] / e " AeMdt
n=1 n=1 n=1+0

- 2 OO (1+)\)td - Il %=L
o)

[1>] [+

n=1 n=1

1 1

— = — O

e, (1+4)
paje P> S, =00) =1.
0

Teorem 1.3. Neka je I prebrojiv skup @ neka su Ty, k € I, nezavisne slucajne varijable
takve da su T, ~ E(qr) 10 < q :== > ., q < 00. Stavimo T = inf, Ty. Tada postoji
sluc¢ajna varijabla K takva da je P(T = Tx) = 1. Nadalje, T i K su nezavisne, T ~ E(q) i
P(K = k) = a/q-

Dokaz. Stavimo K = k ako T}, < T} za sve j # k, inace neka je K nedefiniran. Tada je za
svet >0

K =T 2t) = P} 21,1, > T; zasve j+ k)

= / qre” *°P(T; > s za sve j # k)ds
t



Stoga, P(K = k za neki k) = 1 iz ¢ega slijedi da je P(T' = Tx) = 1. Iz prethodnog racuna
slijedi nezavisnost slucajnih varijabli 7'i K kao i njihove distribucije. U

Teorem 1.4. Za nezavisne slucajne varijable S ~ E(\) i R ~ E(u) te zat > 0 imamo
pP(S <t< S+ R)=MP(R<t<R+5S).

Dokaz. Imamo

AP(S<t<S+R) = // Ape” e’”drds—)\p/ —Asgmult=) s
- W“”QMT :W%

pP(R<t<R+YS) = / / e e ’”dsdr—)\u/ =gy
= e A"%

O

2 Definicija 1 konstrukcija Markovljevog lanca u ne-
prekidnom vremenu

Kako smo u prethodnom poglavlju definirali pojmove i iskazali tvrdnje koje su nam po-
trebne, sada mozemo definirati Markovljeve lance u neprekidnom vremenu. U ovom poglavlju
bavit ¢emo se najprije konkretnom definicijom Markovljevog lanca u neprekidnom vremenu
te ¢emo konstruirati Markovljev lanac u neprekidnom vremenu pomocu lanca skokova. Na
kraju ¢emo definirati ()-matrice i objasniti kakva je njihova veza s Markovljevim lancima.
Stoga, krenimo s definicijom Markovljevog lanca u neprekidnom vremenu.

Definicija 2.1. Slucajni proces X = (X, t > 0) definiran na vjerojatnosnom prostoru
(Q, F,P) je Markovljev lanac u neprekidnom vremenu s prebrojivim skupom stanja I ako
za sve n > 1, za sva proizvoljna stanja i1,1s, . ..,in_2,1,7 € I @ za sve proizvoljne vremenske
trentke Ty, to, <« by, tokve da §e ) < 81 <l < <= <Ly, Urijedi

]P)<th = j‘thfl =1, thfz = ln—2,..- 7Xt1 = 7'1) = ]P)(th = j|th71 = Z) (21)
Svogstvo (2.1) naziva se Markovljevo svojstvo.

Rije¢ima, vjerojatnosno ponasanje Markovljevog lanca u neposrednoj buduénosti, uvjetno
na sadasnjost i proslost jednaka je vjerojatnosnom ponasanju Markovljevog lanca u nepo-
srednoj buduénosti uvjetno samo na sadasnjost.

Definiramo za i, j € I te 0 < s < t funkciju prijelaznih vjerojatnosti

p(i75aj7 t) = Pij(sat) = ]P(Xt = .7|X8 = Z)



Definicija 2.2. Kazemo da je Markovljev lanac (X, t > 0) homogen ako vrijedi
Pii(s,t) =P;;(0,t —s) zasvei,j €I izasve0<s<t.

Rijecima, ako je Markovljev lanac homogen tada funkcija prijelaznih vjerojatnosti ovisi
samo o razlici vremena. Nadalje, stavimo P;;(t — s) = P;;(s,t). Stoga Markovljevo svojstvo
(2.1) pisemo

P(Xe, =1 Xtny =6 Xtng = tn-2,..., Xpy =11) = P(Xy, =j|Xs,_, =7)
= ]P)ij(tn—la tn) = ]Pij (tn - tn—l)-
Nadalje ¢emo u radu promatrati samo homogene Markovljeve lance.

U neprekidnom vremenu, kao i u diskretnom vremenu, funkcija prijelaznih vjerojatnosti
zadovoljava sljedeci rezultat.

Teorem 2.1. Prijelazne vjerojatnosti Markovljevog lanca zadovoljavaju Chapman-Kolmogorovljeve
jednadzbe, tj. za svaki s,t > 0 vrijeds

D Pu(s)Py;(t) = Pig(s + ).

Kako bi lanac presao iz ¢ u j u vremenu s + ¢, mora biti u nekom stanju k£ u vremenu s
i Markovljevo svojstvo podrazumijeva da su ta dva dijela putovanja nezavisna.

Dokaz. Imamo
Pij(s +1) = P(Xs1 = j|Xo =1)
- Z]P(Xs-i-t = j?Xs = k|XO = 2)
k

= ) P(Xops = jlXs = k, Xo = )P(X, = k| Xo = i)
k

= > Pi(t)Pus(s)

2.1 Konstrukcija Markovljevog lanca u neprekidnom vremenu

Sada kada smo definirali Markovljev lanac u neprekidnom vremenu mozemo prijec¢i na kons-
trukciju.

Poc¢injemo s Markovljevim lancem u diskretnom vremenu (Z,,n > 0) sa skupom sta-
nja I, njegovom pocetnom distribucijom A = (\;,7 € I) i matricom 1-kora¢nih prijelaznih
vjerojatnosti Il = (m;;,7,7 € I). Pretpostavimo m; = 0 za sve ¢ € I. Pretpostavimo da
je niz (E,,n € Z) niz nezavisnih jednako distribuiranih eksponencijalnih slucajnih varija-
bli s parametrom 1 i pretpostavimo da su eksponencijalne slucajne varijable nezavisne od
(Zn,n > 0). Dana je funkcija (i) definirana na I koja ¢e odredivati vremena cekanja.

Funkcija zadovoljava ¢(i) > 0 za svaki i. Stavimo Jy = 0 i definiramo S; = q(EZOO), iz. Cega
slijedi
]P’( By s o2 7 :i) IP( By >:c)IP>(ZO — ) .
P(S; > 2| Z = i) = "2 _ &) _ ez s

P(Z, = i) P(Z, = i) ’



tako da, s obzirom na pocetno stanje Markovljevog lanca u diskretnom vremenu, S; ima
eksponencijalnu distribuciju s parametrom (7). Sada definiramo

J1:J0+51iXt:Zo,zaJ0§t<J1.

Nadalje, stavimo Sy = % tako da

]P)(SQ > $|Z1 = Z) = e—q(i)x;

definiramo
J2:J1+SgiXt:Z1 za J; <t < Jy.

Nastavljajuéi dalje, pretpostavimo da su (Sp,, 1 < m < n), (J,,0<m <n)i(X;,0<t<
Jy) definirane na analogan nacin. Definiramo

B
Q(Zny

Stavimo ¢ = Jy = lim,,_yo J, pa imamo proces definiran na [0,{) izat < (

Sn = Jn+1 = Jn + Sn_l,_l 1 Xt = Zn, za Jn S t < Jn+1.

Xe =Y Znly0(t)
n=0

1 osim toga

Jn+1 - Jn = Sn+1 = q(Zn)

Sada ¢emo opisati dva bitna svojstva niza (Z,, S,). Prvo svojstvo je da su ovako konstruirane
slucéajne varijable (.S,,, m > 1) uvjetno nezavisne i eksponencijalno distribuirane uz dani Z,,,
odnosno za u,, > 0,m = 1,...,n vrijedi

]P)(Sm > um|Z0 = io, s ey L) = in—l) = ]P(Jm — I > uleo = io, we g L1 = in_1>
En_ . .
= IP’<71 > Uy | B = By v 3 B zzn_l)

Q(Zm—l)
P(% > um) ZO = 7:07 slee Zn—l - in—l)

P(Zo = i0, ..., Zn-1 = in_1)

n

B .
= IP’( Lim >um>=H6_q(’m*1)“m.

Drugo svojstvo je distribucijska struktura niza (Z,,S,). Pokazimo da su slu¢ajni vektori
(Zpi1, Sns1) 1 o-algebra H, = o(Zo, ..., Zy;S1,...,5,) uvjetno nezavisni uz dani Z,, od-
nosno za u > 0,4, ...,%0, 1,7 € [ te B € B(R™) imamo



P(Zn-i-l :j7Sn+1 >u|Z0:iOa"'>Zn:i>(Sla"'7Sn) € B)

En F 5 El En
= P(Zn :j,—>uZozzo,...,Zn:z,< eB)
G 7 ) 1)
P(Znﬂzj,%>u,Z0:io,...,Zn:i,(qull),...,qé’;) eB)

. . B Enp
]P)(ZU:ZO,..-,ZTL:Z)]P) (Z1)° '7q(Zn)> GB)
s ;
= P(Zn-‘rl = J’ZO = 1, 7Z" - Z)P< ) ~ u) — e_q(Z)u
q(1

Stoga, vidimo da je
P(Zn+1 = j, Sn_|_1 > U|Hn) = Wije_q(i)“ = P(Zn+1 = j, Sn—‘rl > U|Zn)

U konstrukeiji Markovljevog lanca u neprekidnom vremenu definirali smo (X;, ¢t > 0)
samo do vremena ( = J,, = lim, J,. Ako ( < oo kazemo da dolazi do eksplozije jer se
dogodio neprebrojiv broj prijelaza u kona¢nom vremenu.

Definicija 2.3. Kazemo da je proces X = (X;,0 <t < () regularan ako je
Pi(( =00) =1, za svakii € I,
gdje je Pi(A) = P(A|Xo = i).
Sljedeca propozicija nam daje dovoljan uvjet da je proces X regularan.

Propozicija 2.1. Za svaki i € I, vrijeds

o0

1
P;(¢ < 00) = IP)i( < oo). (2.2)
nz;o q(Zy)
Slucajni proces X je reqularan ako i samo ako
= 1 . -
Z = 00, P; gotovo sigurno za svaki i € I. (2.3)
“— q(Z,)

Posebno, X je reqularan ako zadovoljava jedan od sljedecih uvjeta:
1. sup;cr qi < 00y
2. Ako je I konacan skup;
3. Ako je Xo =1, 1 povratno stanje za lanac skokova.

Dokaz. Imamo

o0 0o En



Uvjetno na (Z,,n > 0), ¢ je suma nezavisnih eksponencijalnih slucajnih varijabli s parame-
trima ¢(Z,). Prema teoremu 1.2 i) imamo

1,ako Y oo —= <
P(<<OO|ZO,,ZTL):{ , akKO ZTL—O (Zn) o0

0 , inace
odnosno
P(¢ > 00| Zo, ..., Zn) = 15, 4 <o} GOtOVO sigurno.
q(4n

Racunanjem uvjetnog ocekivanja slijedi (2.2), a (2.3) je neposredna posljedica. Za 1),
promatramo da ako je q(i) < ¢, za sve ¢ € I, tada

(0. 1 0.0
Z q(Zn) = Z

:OO7

o=

sto daje regularnost. O

U konstrukciji Markovljevog lanca u neprekidnom vremenu zahtjevali smo da funkcija
q(i) > 0, za svaki i € I te proces u takvom slucaju nazivamo stabilnim. U slu¢aju da smo
dopustili da je ¢(i) = 0 uz dano {Z, = i} vrijeme ¢ekanja bi bilo beskona¢no, odnosno
G = % = 00 te bi tada ¢ € [ bilo apsorbirajuce stanje za proces X. Osim toga, mozemo
dopustit da je ¢(i) = 0o za stanje ¢ € I, tada bi uz dano {Z, = i} vrijeme ¢ekanja bilo 0.
U tom slucaju proces odmah napusta stanje te se to stanje naziva trenutnim. Konstrukcija
koju smo napravili ne obuhvac¢a Markovljeve procese u neprekidnom vremenu koji dopustaju
trenutna stanja.

Definiramo vremena skokova procesa X s Jy = 0, Jpy1 = inf{t > 0 : X; # X; }. Vidimo
da je Jo=J, 1 X J.. = Zn, odnosno Markovljev lanac u diskretnom vremenu Z je proces
skokova procesa X.

Nadalje, dokazimo da ukoliko je proces X regularan tada je on Markovljev lanac u nepre-
kidnom vremenu.

Teorem 2.2. Ako je X regularan, odnosno P;(( = oo) = 1 za svaki i € I, tada je X
Markovljev lanac u neprekidnom vremenu.

Dokaz. Pretpostavimo da imamo Markovljev lanac koji smo prethodno konstruirali te pret-
postavimo da je regularan. Podsjetimo se da je P;;(t) = P;(X; = j), no je li proces Markov-
ljev ili nije mozemo odrediti iz oblika viSedimenzionalnih distribucija. Kako bi proces bio
Markovljev nuzno je i dovoljno da za svaki 0 < t; < --- < t; i stanja 7, jy, ..., jr vrijedi

Pi(Xs, = 1y« s Xy, = Ji) = Pigy (1) Py 50 (82 — 1) - - Py (T — o). (2.4)

Iz prakti¢nih razloga prvo ¢emo izvesti formulu za P;;(t).
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]Pij(t) = Pi(zznl[JmJnH) = ])
n=0

- SR i i< h)

n=0

= Z Z J L€ Jppr, 4 = ---,Zn—lzin—bZn:j)

n= Ozl7 lr—1

- Z Z i(Jn ST < Jntal|Z1 =1, Znoy =n-1,Zn =3F) -

n=0 21,...,tn—1

IED(Z1 Z 1= 1,5 =j)
=1 n—1
n=0 ilv"vinfl ( =0 =0 ) J )
-']P)i(lell,m- Zn l—Zn la ) (25)
Nadalje, zbog nezavisnosti gustoca sluc¢ajnog vektora (27:_01 qﬁi) o )Jednakaje f(u)q(y )eq(j)v-
Odakle slijedi
n—1 n—1

(

_ / / F(w)q(5)e?9 dudv (2.6)

— / f(u)em 1Dt gy,
0

Sada provjeravamo (2.4) kada je k = 2, odnosno

=0

Pi( Xy, = j1, Xty = J2) = Py, (01) Py, (82 — t1).

Dokaz za svaki k > 2 je slican.
Za 0 < t; <ty 1istanja i, ji1,j2 € I gdje j1 # jo imamo

B Xy = fro Ky =Fo) = Y Bl Fy = iy Sty € oy By = Jon by Sa < Jiigya)

ni1<ng

- Z Z ]P (Jn1 <Hh < Jn1+17 ‘]n2 <ty < Jn2+17 Zl =11. ZZ"2 . ‘72>

ni<ng i1, 'Lnl 1,
ln1+1 an 1
an =71 ,'Lng =j2

=> > I (Jm <ty < oyt Iy St < Jppr1lZr =1 ..., Z4,, = j2>

n1<ng i17"'7in1717
tnq+41s--ytng—1
tnq =J1,tng=]2

PZi=4...,Z,, = j2)

11



_Zl Z

i)

ni—1 ni na—1 n2
E E E E
=3 Y R(Y ghst<d oh Y Sh<h<)
PISRY i1y 1, —o CI(W =g 4 lz) —o 4 ll) Q( )
74'n.1+17 7'Ln2 gl
lnl—]thQ—]Z

PZ(ZI - il"'ﬂzinz :]2)

Prije nego sto nastavimo izvod, najprije ¢emo si olaksatl zapis. Neka je 0 < ny < nao,

00,01, - - -5 0n, € I, 0 < t; <ty istavimo f = fl(?, nllnll ig= fl(zlz%fjm{)l.
ni—1 1 no—1 no
E; El E;
IP‘( 2k < _>
(2060 =1 = Lt & 4 =" 254t
ni—1 no—1 ny no
E ! E, E;
—P,( Y L <hi< Lsh<Y 2 Y )
"\ q(a) ; IE: %:H q(ir) ; q(ir) ZZ%:H q(ir)
nyp—1 El Enl no—1 El

Zbog nezavisnosti komponenata sluc¢ajnog vektora (3,2, ) %) gustoca
T

' _ (i) ? q(iny)? £21=0 q(ir)”
tog vektora je f(u1)q(jn, e~ 112 g(us)q(i,, )e~1n2)u Te zbog (2.6) imamo

://// uy <ty <uj—+ug, f(ul)q(jl)€_q(j1)u2g(u3)q(j2)G—Q(jz)u4du1du2du3du4

1tugtuz<to<ui+tuztusztug,
u1,u2,us3,us>0

t1 00 ) to—(u14u2) o) )
— [ [ swaemaom ([T o 0)4(o)e™ 102, ),
0 ti— 0 to—(u1+uz+us)

Zamijenimo sy = uy, So = Uy + us — t; u integralu

t1 to—t1—582 0
:/ f(51)Q(jl)e_q(jl)(52_51+tl)(/ / 9(“3)Q(jz)e_q(jQ)u4dU3dU4>d51d52
0 0 to—t1—s2—us

/ f 51 e—1(1)(t1—s1) ///)<52+U3<t2 . (]1)6 q(j1)s2 g(ug) (]2)6 q(j2) s 5o dusday

to—t1 <sgtuztuy

no—1 no—1
n En El En
=/ f(s e‘”ltlsldsIP’< 1+§ <tp—t Ly 4 ,2)
/ (i) LS Gy g(ir) " q(ja)

l=n1+1

no—1 no

/ f(s1)e —q(1) (- Sl)dsllP’(Z q(E> — iy = Z El )
l=my

Dakle,
ni—1 E ni E no—1 E no E
IP,( e = —,l§t2<2—l>
= () = ) o a(@) = 4(@)

Prisjetimo se da je

IEDZ(ZI — Zl, .. .7Zn2 — 32) = ]P)Z(Zl = Zl, .. .’an :]1)]:EDJ1(ZI = Z.nl_l’_l’ o .. 7ZTL2—7L1 - j2). (2.8)



Primjenimo sada (2.7) i (2.8) u izvodu te stavimo m = ny — ny, k1 = iy,41,k =

tng25 - km—l = Tng+1

) t ‘
]P)Z'(Xh =y th = ]2) = Z Z / fz(,(z)fl,_zi)lfl(u)e_q(h)(tl_u)dupz(zl =1 THL 7Zn1 - ]1) T
0

11=0 i1,0muying —1,
tny =J1

o) no—1 El ng El
Z Z ]P)(Z—~§t2_t1<Z—.)]P)jl(zl:in1+17---;Zn2—n1:jQ)
n2:0 l‘n1+1,...,in271, l:’l’Ll q(Zl) l:n1 q(ll)
in2:j2
00 m—1 E m E
—Put)Y. > P(X o Stti <> ) Pu(Zi= ki Znt = Koty Zn = i)
m=0ky,...km_1,  I= q(ir) 1=0 q(i)
km:jQ
= Pijl (t1>lej2 (t2 - 2fl)a

gdje zadnja jednakost slijedi iz (2.5). O

2.2 Q-matrice

U ovom ¢emo poglavlju pricati o osnovnim svojstvima Q-matrica i objasniti njihovu vezu s
Markovljevim lancima u neprekidnom vremenu. Opcenito, Q-matrice su korisne kod analize
Markovljevih lanaca u neprekidnom vremenu te jedna od glavnih primjena Q-matrica je
pronalazenje stacionarne distribucije.

Uzmimo Markovljev lanac u neprekidnom vremenu (X;, ¢ > 0) i pretpostavimo da je Xy = 1.
Lanac ¢e skociti u sljedeée stanje u trenutku Sy, gdje je S; ~ E(q(7)). Opcenito za jako mali
0 > 0, mozemo pisati

P(S; <6)=1—e 1D 1 — (1 —q(i)d) = q(4)d.
Dakle, u intervalu duljine 6, vjerojatnost napustanja stanja i je priblizno ¢(7)d. Kako se
krecemo iz stanja ¢ u stanje j s vjerojatnoséu p;;, stavimo da je ¢;; = q(i)p;;. Stoga, uvodimo

generatorsku matricu, odnosno Q-matricu @, ¢iji je (7, j)-ti element g;;.

Definicija 2.4. Neka je I prebrojivi skup. Q-matrica (ili generatorska matrica) od I je
matrica Q = (¢ij,%,j € I) koja zadovoljava sljedece uuvjete:

1. 0 £ —gi = 00, 26 sve i;
2. @iz = 0, za sve i # j;
8. Y ier % =0, za sve t.

Prema tome, u svakom retku matrice () mozemo odabrati nedijagonalne elemente da
budu bilo koji nenegativni realni brojevi, pod uvjetom da je suma nedijagonalnih elemanata

u retku konacna:
¢ = Z Gij < 0.
J#
Dijagonalni element g;; je tada —gq;, ¢ine¢i da je ukupni zbroj elemenata u retku nula.
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Mozemo razmisljati o diskretnom vremenu {0, 1,2, ... } kao ugradenom u neprekidno vri-
jeme [0,00). Za p € (0, 00) prirodan nacin aproksimacije diskretnog niza (p",n =0,1,2,...)
je s funkcijom €', t > 0, gdje je ¢ = log p.

Uzmimo sada konacan skup I i matricu prijelaznih vjerojatnosti P = (pi;, 4,5 € I). Pitamo
se postoji li prirodan nacin kako popuniti praznine u diskretnom nizu (p™*,n =0,1,2,...).
Za svaku matricu Q = (¢;5,%,j € I), niz

k
J

E"O &y zasvei,j €l
k_l ) bl
k=0

je konvergentan po komponentama za fiksirane 4, j te njegov limes oznac¢avamo s €. Stovise,
ako dvije matrice Q; i @, komutiraju tada je e91t92 = e@1e%2. Pretpostavimo da mozemo
naé¢i matricu Q za koju vrijedi e? = P. Tada je

enQ — (eQ)n — pn
tako da (¢'?,t > 0) popunjava praznine u diskretnom nizu.

Teorem 2.3. Neka je Q matrica definirana na konacnom skupu I. Ako je P(t) = €' tada
(P(t),t > 0) ima sljedeca svojstva:

1. P(s+1t) = P(s)P(t) za sve s,t;
2. (P(t),t > 0) je jedinstveno rjesenje jednadzbe unaprijed

d
SP()=P()Q, P(0) =T

3. (P(t),t > 0) je jedinstveno rjesenje jednadzbe unatrag

L pwy=QP(t), P(0)=TI

dt
4 k

Prethodni teorem je bio opcenito o eksponencijalnim matricama te ¢emo u sljedec¢em
teoremu vidjeti sto se dogada s ()-matricama.

4. zak=0,1,2,..., imamo

= Q*.

t=0

Definicija 2.5. Matrica P = (pi;,i,j € I) je stohasticka ako zadovoljava:
1. 0 < p;; < o0, 2a svei,j
] Zje]pij =1, za svei.

Teorem 2.4. Matrica Q na konacnom skupu I je Q-matrica ako i samo ako je P(t) = '@
stohasticka matrica, za sve t > 0.
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Dokaz. Kada t — 0 imamo
Pt)=1+1tQ+O(?

pa ¢;; > 0 za i # j ako i samo ako p;;(t) > 0 za sve 7,5 i t > 0 dovoljno mali. Kako
P(t) = P(t/n)" za sve n slijedi da je ¢;; > 0, za i # j ako i samo ako je p;;(t) > 0, za sve
1,7 izasvet > 0. Ako () ima sumu redaka 0 tada ima i Q™ za svaki n:

Yoo =3"Y il Vg =Y Y g =0

kel kel jel jer kel

Stoga,
N )
S =143 0 T =1
jer n=1 " jel
Ovime smo pokazali da je matrica P stohasticka matrica.
S druge strane, ako Zjel pij(t) =1 za sve t > 0, tada

D = %sz‘j(t)

jel jeI

= (K
t=0

Dakle, matrica @) je QQ-matrica. O
3 Primjeri

Nakon sto smo definirali i konstruirali Markovljev lanac u neprekidnom vremenu navest
¢emo neke primjere. Najpoznatiji primjeri Markovljevih lanaca u neprekidnom vremenu su
Poissonov proces i proces radanja koje ¢emo u ovom poglavlju detaljnije objasniti.

3.1 Poissonov proces

Poissonov proces moze posluziti za izgradnju najopcenitijih oblika Markovljevih lanaca u
neprekidnom vremenu. Kljuéni rezultat je teorem 3.3, koji pruza tri razlicite karakterizacije
Poissonovog procesa. Za klasicne definicije Poissonovog procesa vidi [4, str. 304,305].

Definicija 3.1. Neka je (X;,t > 0) proces koji ima zdesna neprekidne trajektorije s vrijed-
nostima u {0,1,2,...}. KaZemo da je (X;,t > 0) Poissonov proces s parametrom X, gdje
0 < X\ < o0, ako su vremena Sy, Sy, ... nezavisne eksponencijalne slucajne varijable s para-
metrom A @ njihov proces skokova je dan s Z, = n.

Pridruzena )-matrica je dana s

A A 0 O

0 =X XA 0

=1 0 0 -x X
Primjenom teorema 1.2 (ili jakog zakona velikih brojeva) imamo P(J, — oo) = 1, pri
¢emu su (J,,n =0,1,...) vremena skokova, odnosno proces ¢e u beskonacnom vremenu iz
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nekog stanja skociti u neko drugo stanje gotovo sigurno. Dakle, nema eksplozija i proces
(Xi,t > 0) je jedinstveno odreden. Jednostavan nac¢in za konstrukeiju Poissonovog procesa
s parametrom A je uzeti razdiobu nezavisnih eksponencijalnih slu¢ajnih varijabli Sp, Sy, . ..
s parametrom A i postaviti Jo =0, J, = S +---+ S, te

X;=n ako J,<t< 1. (3.1)

Iduéim teoremom ¢emo pokazati kako svojstvo zaboravljanja eksponencijalnih vremena ¢ekanja
(Sn ~ E(X)) vodi do svojstva zaboravljanja Poissonovog procesa.

Teorem 3.1. (Markovljevo svojstvo) Neka je (X, t > 0) Poissonov proces s parametrom
A. Tada, za svaki s > 0, (Xsy — Xs,t > 0) je takoder Poissonov proces s parametrom A,
nezavisan od (X,,r < s).

Dokaz. Stavimo X; = X,4; — X,. Dovoljno je dokazati da ako je (X;,t > 0) Poissonov
proces s parametrom A tada je uvjetno na { X, =i}, (X;,t > 0) takoder Poissonov proces s
parametrom A, za svaki ¢ > 0. Imamo

{XS = Z} = {Jz <s< Ji—f—l} = {JZ < 8} N {Si—i-l > S — Jl}

Iz toga je
X, = Z lis;<t}, zar < 8
g
i vremena cekanja §1, §2, ... od ()}t, t > 0) dana su sa
§1 = Si+1 = (S = Jl), §n = Si—}—rm Za N Z 0.

Podsjetimo se da su vremena ¢ekanja Si,Ss,... nezavisne E()\). Tada zbog svojstva za-
boravljanja od S;;+1 1 nezavisnosti slijedi da su Sp,Ss,... nezavisne F(\). Stoga, uvjetno
na {Xs = i}, S1,52,... su nezavisne F()\) i nezavisni su od S, ..., S;. Dakle, uvjetno na
{X, =1}, (X;,t > 0) je Poissonov proces s parametrom A nezavisan od (X,,r < s). O

Teorem 3.2. (Jako Markovljevo svojstvo) Neka je (Xi,t > 0) Poissonov proces s pa-
rametrom X\ i neka je T vrijeme zaustavljanja od (Xi,t > 0). Tada, uvjetno na {T < oo},
(X714t — Xrp,t > 0) je takoder Poissonov proces s parametrom A, nezavisan od (X, s <T).

Dokaz. Vidi [2, str. 20]. O

Dosli smo do kljuénog rezultata za Poissonov proces koji nam daje dva uvjeta koja su
ekvivalentna karakterizaciji procesa skokova/ vremena cekanja. Stoga imamo tri alternativne
definicije istog procesa, no naprije se upoznajmo s terminom funkcija tipa o(h).

Definicija 3.2. Ako je Zimh_ﬂ)@ =0, tada kazemo da je f(h) = o(h) za h — 0.

Teorem 3.3. Neka je (X, t > 0) rastuci slucajni proces koji ima zdesna neprekidne trajek-
torije s cjelobrojnim vrijednostima kojemu je pocetno stanje 0. Neka 0 < X\ < oo. Tada su
sljedece tri turdnje ekvivalentne:

a) (definicija procesa skokova/ vremena ¢ekanja) vremena c¢ekanja Sy, Sa, ... procesa (X, t >
0) su nezavisne eksponencijalne slucajne varijable s parametrom X i proces skokova je
dan s Z, =n za sven;
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b) (infinitezimalna definicija) (X, t > 0) ima nezavisne priraste i za h — 0,

P(Xpon — X, =0) =1 — M+ o(h), P(Xpn — Xi =1) = A + o(h);

¢) (definicija prijelaznih vjerojatnosti) (X;,t > 0) ima stacionarne i nezavisne priraste
te, za svaki t, Xy tma Poissonovu distribuciju s parametrom At.

Ako (X;,t > 0) zadovoljava bilo koji od ova tri uvjeta tada ga zovemo Poissonov proces s
parametrom .

Dokaz. (a)=-(b) Pretpostavimo da vrijedi (a), tada po Markovljevom svojstvu za svaki ¢, h >
0, prirast Xy, — X; ima jednaku distribuciju kao X}, i nezavisan je od (Xs,s < t). Tada
(Xt)t>0 ima nezavisne priraste i kada h — 0

P(Xpyn—X; > 1) =P(X, >1)=P(Jy <h)=1—e= A+ 0(h),
gdje zadnja jednakost slijedi iz razvoja Taylorovog reda eksponencijalne funkcije.
P(Xin— X > 2) =P(Xn >2) =P(Jo < h) <P(Sy < h, S < h) = (1—e)? =o0(h),

iz ¢ega slijedi tvrdnja (b).
(b)=(c) Pretpostavimo da vrijedi tvrdnja (b), tada za ¢ = 2,3,... imamo P(X, — X =
i) = o(h) za h — 0. Neka je p;(t) = P(X; = j). Stoga, za j =1,2,...,

pilt+h) = MXHM?ﬂ:§:MXﬁwﬂ&=A&=j—ﬁM&:q—n
= (1= Ah+o(h))p;(t) + (Ah + o(h))p;—1(t) + o(h)
pa je
pi(t+h) —p;(t)
h

Kako to uniformno tezi u ¢ mozemo staviti da je t = s — h pa dobivamo, za sve s > h,

= —Ap;(t) + Apj_1(t) + o(h).

pj(s) —pj(s —h)
h

= —Ap;(s —h) + Apj_1(s — h) 4+ o(h).

Sada pustimo h — 0 kako bi vidjeli da je p;(t) neprekidna i diferencijabilna i da zadovoljava
diferencijalnu jednadzbu

pi(t) = =Ap;(t) + Ap;_1(2).
Iz toga slijedi da je
Po(t) = —Apo(t).

Kako je Xy = 0 dobivamo da je pocetno stanje
pU(O):la p](o):07 za 321727
Sustav jednadzbi ima jedinstveno rjesenje koje je dano s

)T
pi(t) = e‘”%, 5=l 1,8y
7

Stoga, X; ~ P(At). Ako (X, t > 0) zadovoljava (b), tada (X, ¢ > 0) ima nezavisne priraste,
ali (X4t — Xs,t > 0) takoder zadovoljava (b) pa tako vrijedi i X1t — X5 ~ P(At), za svaki
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s, iz ¢ega slijedi tvrdnja (c).

(¢)=-(a) Ako postoji proces koji zadovoljava tvrdnju (a) pokazali smo da mora zadovoljavati
tvrdnju (c). Ali tvrdnja (¢) odreduje konaéno-dimenzionalne distribucije od (X;,t > 0) te
stoga 1 distribucije lanca skokova i vremena ¢ekanja. Tada ako jedan proces zadovoljava (c)
takoder zadovoljava i (a) pa onda svaki proces mora zadovoljavati (c). O

Diferencijalne jednadzbe koje se pojavljuju u dokazu su zapravo jednadzbe unaprijed za
Poissonov proces. Stavimo

pij(t) = Pi(X; = 7).
Proces je prostorno homogen ako prijelazna vjerojatnost izmedu bilo koja dva stanja u dva

dana vremena ovisi samo o razlici tih vrijednosti stanja prema tome p;;(t) = p,;_i(t) pa
mozemo postaviti diferencijalne jednadzbe kao

Pio(t) = =Apio(t),  pio(0) = dio,

Pi; () = Apij—1(t) — Apij(t), pi;(0) =y
ili, u matricnom zapisu,

Pliy= Pih)g, PlOj=L

Prethodni teorem sadrzi puno informacija o Poissonovom procesu s parametrom A. To moze
biti korisno kada odlu¢ujemo je li dani proces Poissonov proces jer daje tri alternativne
karakterizacije za provjeru i moguce je da jedna bude laksa za provjeriti od druge.

Teorem 3.4. Ako su (X;,t > 0) i (Y, t > 0) nezavisni Poissonovi procesi s parametrom \ i
w, tada (X; + Yy, t > 0) je Poissonov proces s parametrom \ + fi.

Dokaz. Koristimo tvrdnju (b) iz prethodnog teorema, prema kojem (X;,¢ > 0) i (Y;,t > 0)
imaju nezavisne priraste, kako h — 0,

]P)<Xt+h = Xt = O) =1 = )\h =4 O(h), P(Xt+ll = Xt = 1) = )\h —+ O(h),

P(Yien = Y = 0) = 1— b+ o(h), B(Yirn—Y; = 1) = b + ().
Stavimo Z; = X; + Y;. Kako su (X3, t > 0) i (Y;,t > 0) nezavisni, (Z;,t > 0) ima nezavisne
priraste i, kako h — 0,
P(Ziyn — 21 =0) = P(Xeyn — Xi = 0)P(Yiyr — Y2 =0)
= (1=Xa+o(h)(1—ph+oh)=1—A+p)h+oh)P(Zisn — Z; = 1)
= P(Xipn — X =1)P(Yen — Y21 =0) + P(Xyyp — Xt = 0)P(Yiyr — Vi = 1)
(A+ p)h + o(h).

Dakle, (Z;,t > 0) je Poissonov proces s parametrom A + . O

Nadalje ¢emo uspostaviti vezu izmedu vremena skokova Poissonovog procesa i uniformne
distribucije. Primjetimo da su zakljucci neovisni o parametru razmatranog procesa.

Teorem 3.5. Neka je (X, t > 0) Poissonov proces. Tada, uvjetno na to da proces (X, t > 0)
ima tocéno jedan skok na intervalu [s, s 4+ t], vrijeme u kojem se skok pojavljuje je uniformno
distribuirano na intervalu [s, s + t].
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Dokaz. U dokazu ¢emo koristiti konacnodimenzionalne distribucije. Kako su prirasti staci-
onarni dovoljno je razmotriti slucaj s = 0. Tada, za 0 < u < ¢ slijedi

P(J, <u, X, =1
PO <ulX,=1) = DASwXi=1)

B{X;=1)
. PXu=1,X;— X, =0)
B P(X, =1)
)\ue—)\ue—/\(t—u) U
B Me—M A

3.2 Proces radanja

Proces radanja je generalizacija Poissonovog procesa u kojem parametar A smije ovisiti
o trenutnom stanju procesa. Podaci za proces radanja se sastoje od parametara radanja
0<g¢q; <oogdjejej=0,1,2,.... Zapocet ¢emo s definicijom u terminima procesa skokova
i vremena Cekanja.

Definicija 3.3. Neka je (X;,t > 0) minimalan proces, X; = 0o za t > (, koji ima zdesna
neprekidne trajektorije s vrijednostima u {0,1,2,...} U {oo}. Kazemo da je (Xi,t > 0)
proces radanja s parametrima (q;,j > 0) ako su, uvjetno na {Xo = i}, njegova vremena
¢ekanja Sy,Ss, ... nezavisne eksponencijalne slucajne varijable s parametrima q;, ¢iy1, ... @
njegov proces skokova je dan s Z, =1+ n.

Pridruzena )-matrica je dana s

Teorem 3.6. Neka je (X¢,t > 0) proces radanja s parametrima (g;,j > 0), gdje je Xo = 0.
i) Ako 322, % < 00, tada P({ < 00) = 1.

i) Ako 3732, - = 00, tada P(¢ = 00) = 1.
Dokaz. Koristi se teorem 1.2. O

Dokaz Markovljevog svojstva za Poissonov proces je prilagoden da nam da sljedeéu ge-
neralizaciju.

Teorem 3.7. (Markovljevo svojstvo) Neka je (X;,t > 0) proces radanja s parametrima
(g;,7 > 0). Tada, uvjetno na {X, = i}, (Xep,t > 0) je proces radanja s parametrima
(g;,7 > 0) s pocetnim stanjem i te je nezavisan od (X,,r < s).

Ubrzo ¢emo dokazati teorem o procesima radanja koji generalizira kljucni teorem o Po-
issonovim procesima. Prvo moramo vidjeti sto ¢e zamijeniti Poissonove vjerojatnosti. Oni
su u teoremu 3.3. nastali kao jedinstveno rjesenje sustava diferencijalnih jednadzbi, za koje
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smo pokazali da su to u osnovi jednadzbe unaprijed. Jos uvijek mozemo zapisati jednadzbu
unaprijed kao
Ply= Py, PUj=1,

ili po komponentama
Pio(t) = —pio(t)q0,  pio(0) = i
kg =12 s
pii(t) = pij_1(t)gi—1 — pii(t)gs,  pij(0) = 6.
Stovise, ove jednadzbe i dalje imaju jedinstveno rjesenje. Ono §to moramo imati je
pio(t) = dipe™ "

koje moze biti zamijenjeno u jednadzbi

P (t) = pio(t)go — pir(t)qr, pir(0) = di
i ona nam daje
t
pia(t) = dine™™* + dio / goe~ e 1 (=9 s,
0
Analogno nastavljamo kako bi pronasli eksplicitni izraz za pi»(t), itd.

Teorem 3.8. Neka je (X;,t > 0) rastuci proces koji ima zdesna neprekidne trajektorije s
vrijednostima v {0,1,2,...} U {oo}. Neka je 0 < ¢; < 0o za sve j > 0. Tada su sljedece
turdnje ekvivalentne:

(a) (definicija procesa skokova/ vremena éekanja) Uvjetno na {Xy = i}, vremena cekanja
S1, 59, ... su nezavisne eksponencijalne slucajne varijable s parametrima q;, ¢, ... @
proces skokova je dan s Z, =1+ n za sve n;

(b) (infinitezimalna definicija) Za sve t,h > 0, uvjetno na {X; =i}, Xy je nezavisan od
(Xsys<t)izah—0

(c) (definicija prijelazne vjerojatnosti) Za sven = 0,1,2,... i sva vremena 0 <ty < --- <
tnt1 © za sva stanja ig, . . ., i1 vrijeds

P(Xt,1 = ins1|Xo = d0,.. ., X, = in) = Dininsa (tnsr1 — tn)
gdje je (pi;(t),7,7 =0,1,2,...) jedinstveno rjesenje jednadzbe unaprijed.

Ako (Xi,t > 0) zadovoljava bilo koji od ova tri uvjeta taj proces zovemo proces radanja s
parametrima (g;,j > 0).

Dokaz. (a)=(b) Pretpostavimo da vrijedi (a), tada prema Markovljevom svojstvu za svaki
t,h >0, uvjetno na {X; = i}, Xy je nezavisan od (X, s <t)izah —0

P(Xpon > i+ 11X =14) = P(Xp>i+1Xo=1) =P(J; <h|Xo = 1)
= 1—e %" =¢gh+ o(h)
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P(Xyp >i+2|X,=1) = P(X>i+2|Xo=1)=P(J, <h|Xy=1)
< B8 < b, Sy < b Xy= 1) = (1 —& %1 — & B = g(h).

(b)= (c) Pretpostavimo da vrijedi (b), tada sigurno za k =i+ 2,71+ 3, ...
P(Xy, = k| X, = ) = o(h) kada h — 0.
Stavimo p;;(t) = P(X; = j|Xo =¢). Tada za j =1,2,...

j
piit+h) = P(Xewn = j|Xo=1) =) P(X; = k| Xo = )P(Xeyn = j|X; = k)
k=i
pi(t)(1 = gsh + o(h)) + pij-1(8)(gj-1h + o(h)) + o(h)
pa
Pyt ¥ h})L —rul®) = pij-1(t)gj—1 — pij(t)g; + O(h).

Kako je dokazano u teoremu mozemo zakljuéiti da je p;;(t) diferencijabilna i da zadovoljava
diferencijalnu jednadzbu

Pij(t) = pij-1(t)gi—1 — pij(t)g;.
Stoga je
Pio(t) = —pio(t)qo-
Prema tome (p;;(t),7,7 = 0,1,2,...) mora biti jedinstveno rjesenje jednadzbe unaprijed.
Ako (X¢)i>0 zadovoljava (b), tada

]P)(th+1 = Z'TL-HI*XVO = iOa . 7Xt = ZTL) = P(th+1 = in+1|th = Zn)a

n

ali takoder (Xy,+¢)i>0 zadovoljava (b) pa
IED()(tle = Z.TL-|-1|*XVt‘n = Zn) = Pinini1 (tn—i-l - tn)'

Stoga, (X,t > 0) zadovoljava (c).
(¢)=>(a) Ovaj smjer se dokazuje pomoc¢u dokaza teorema 3.3. O

4 Jednadzba unaprijed i unatrag

U prethodnim poglavljima definirali smo proces (X;, ¢t > 0) pocevsi od Markovljevog
lanca u diskretnom vremenu (Z,,n > 0) s matricom 1-kora¢nih prijelaznih vjerojatnosti
IT = (mj,4,j € I), funkcijom ¢ € (0,00) te nizom nezavisnih eksponencijalnih slu¢ajnih
varijabli (E,,n > 0). Premda smo opisali karakteristike IT i ¢ Markovljevog lanca X nismo
odgovorili na neka osnovna pitanja. Naprimjer, kako izracunati P;(X; = 7). U ovom poglavlju
¢emo dobiti jos dva nacina karakterizacije Markovljevog lanca u neprekidnom vremenu koji
nam daju sredstva za pronalazenje P;(X; = j). Kao za Poissonov proces i proces radanja,
prvi korak je izvesti tvrdnju za Markovljevo svojstvo pomocéu definicije procesa skokova/
vremena ¢ekanja. Zapravo ¢emo dati jako Markovljevo svojstvo kao fundamentalni rezultat.
Medutim dokaz oba rezultata doista zahtijeva preciznost teorije mjere. Ako zelimo shvatiti
sto se dogada, teorem 3.1. o Poissonovom procesu nam daje glavnu ideju u jednostavnijem
kontekstu.

Najprije se podsjetimo sto je vrijeme zaustavljanja.
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Definicija 4.1. Slucajna varijabla T : Q — [0,00) U {oo} zove se vrijeme zaustavljanja
procesa (X, t > 0) ako je za svet >0

{weQ:Tw) <t} ={T <t} eF,
gdje je F = o Xy, 5 < ¢).

Nadalje, navedimo teorem koji karakterizira jako Markovljevo svojstvo. Prije svega pod-
sjetimo se da je distribucija 9; dana s

5i<j>={1’i:j

0 , inace

Teorem 4.1. Neka je (X, t > 0) (A, Q)-Markovljev lanac te neka je T vrijeme zaustavljanja
od (X;,t > 0). Tada, uvjetno na {T < oo} i {Xr =i}, (X4, t > 0) je (6;, Q)-Markovljev
nezavisan od (Xs,s > T).

Dokaz. Vidi [2]. O

Dolazimo do klju¢nog rezultata za Markovljeve lance u neprekidnom vremenu. Najprije
¢emo predstaviti slucaj konacnog prostora stanja, gdje je jednostavniji dokaz. U ovom slucaju
postoje tri alternativne definicije, jednako kao i za Poissonov proces.

Teorem 4.2. Neka je (Xi,t > 0) slucajni proces koji ima zdesna neprekidne trajektorije
s vrijednostima v konacnom skupu I. Neka je Q) generatorska matrica na I s prijelaznom
matricom I1. Tada su sljedece tri turdnje ekvivalentne:

a) (definicija procesa skokova/ vremena cekanja) uvjetno na {Xo = i}, proces skokova
(Zn,n > 0) procesa (Xi,t > 0) je (6;, [1)-Markovljev lanac u diskretnom vremenu i
za svaki n > 1, wvjetno na {Zy, ..., Z,_1}, vremena cekanja Sy, ...,S, su nezavisne
eksponencijalne slucajne varijable s parametrima redom q(Zo), ..., q(Zn-1);

b) (infinitezimalna definicija) za sve t,h > 0, wvjetno na {X; =i}, Xiyn je nezavisan od
(Xs,s <t)ikada h — 0,

P(Xeyn = j|Xi = i) = 0i5 + qijh + o(h), za svaki j;

c) (definicija prijelaznih vjerojatnosti) za sve n = 0,1,2, ..
oo <ty t Sva Stanja ig, . . ., ip+1 UTijeds

., sva vremena 0 < ty < t; <

]P)(Xt-i-l = Z'n+1|Xt0 = iOv ceey th — ZTL) = Pinint1 (tn-i-l - tn)'

Ako proces (X, t > 0) zadovoljava bilo koji od ova tri uvjeta tada je on Markovljev lanac
s generatorskom matricom Q. Kazemo da je (X¢,t > 0) (A, Q)-Markovljev lanac, gdje je A
distribucija od Xj.

Dokaz. a)= b) Pretpostavimo da vrijedi a), tada kada h — 0
Pi( Xy, =) > Pi(Jy > h) = e %" = 1 + gyh + o(h)
iza j # i imamo
Pi(Xn=j) > P(J1<h,Z1=45 >h)
= (1 - e %) m;e79" = g;;h + o(h).
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Tako za svako stanje j vrijedi nejednakost
Pi(Xn = j) 2 05 + qish + o(h)

i uzimanjem konac¢ne sume po svim j vidimo da u prethodnom izrazu zapravo vrijedi jedna-
kosti. Tada prema Markovljevom svojstvu, za svaki t,h > 0, uvjetno na {X; =i}, Xy, je
nezavisan od (X, s <t)ikada h — 0

P(Xitn = jlXi = 1) = Pi(Xn = j) = 6i5 + qizh + o(h).
b) = c¢) Neka je p;;(t) = P;(X; = j). Pretpostavimo da vrijedi b), tada za sve ¢,h > 0 kada
h—0
pii(t) = D PiXe=k)P(Xesn = j|X; = k)

kel
= Zplk 5kj I Qk]h + O(h))
kel
Kako je I konacan imamo
Dij(t + h — pij(
i J pr qrj + o(h),

kel

pa kada h — 0 vidimo da je p;;(t) diferencijabilna zdesna. Zamijenimo li t s (t — h) te
ponovimo za h — 0 vidimo da je p;;(t) neprekidna slijeva pa tako i diferencijabilna slijeva.
Stoga p;j(t) je diferencijabilna i zadovoljava jednadzbu unaprijed

kel

Kako je I konacan tada je p;;(t) jedinstveno rjeSenje prema teoremu 2.3. Takoder ako
vrijedi b), tada

]P)(th+1 = 2.7”H-1|‘tho - Z'Oa - m 7th = Zn) = P(th+1 = in+1|th = Zn)
i, Stovise, b) vrijedi za (X3,++)i>0 pa prema gore navedenom je
]P)(th+l = Zn+1|th = Zn) = pinin+1 (tn+1 - tn)?

¢ime dokazujemo c).
c)= a) vidi dokaz teorema 3.3. O

Iz teorema 2.3. znamo da za konacan I jednadzba unaprijed i unatrag daje isto rjesenje.
Stoga u uvjetu ¢) u rezultatu koji smo dokazali mozemo samo zamijeniti jednadzbu unaprijed
s jednadzbom unatrag. Sada prijedimo na sluc¢aj kada I nije konacan. Jednadzba unatrag
moze i dalje biti zapisana u obliku

P'(t) = QP(t), P(0)=1I
samo sada imamo beskonacan sustav diferencijalnih jednadzbi
pm Zqzkpkj , Pi(0) = 0
kel

i rezultati u poglavlju 2.2 vise nisu primjenjivi. Rjesenje jednadzbe unatrag je svaka matrica
(pij, 4, j € I) diferencijabilnih funkcija koja zadovoljava ovaj sustav jednadzbi.
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Teorem 4.3. Neka je Q generatorska matrica. Tada jednadzba unatrag
P'(t)=QP(t), P(0)=1I
ima minimalno nenegativno rjesenje (P(t),t > 0). Ovo rjesenje formira matricnu polugrupu
P(s)P(t) = P(s+1), za sve s,t > 0.

Dokazat ¢emo ovaj rezultat zajedno sa sljede¢im teoremom. Kako je I konacan prema
teoremu 2.3. moramo imati P(t) = e'?. Kazemo da je (P(t),t > 0) minimalna nenegativna
polugrupa povezana s () ili jednostavno polugrupa od ). Sljedeéi rezultat je kljucan za
Markovljeve lance s neprebrojivim skupom stanja.

Teorem 4.4. Neka je (X;,t > 0) minimalan proces koji ima zdesna neprekidne trajektorije
s vrijednostima u I. Neka je () generatorska matrica na I s matricom 1-koracnih prijelaznih
vjerojatnosti I1 i polugrupom (P(t),t > 0). Tada su sljedeée turdnje ekvivalentne:

a) (definicija procesa skokova/ vremena cekanja) uvjetno na {Xy = i}, proces skokova
(Zn,n > 0) Markovljevog lanca u diskretnom vremenu (6;,11) (X, t > 0) @ za svakin >
1, uwvjetno na {2y, ..., Zn_1}, vremena cekanja S, . .., Sp su nezavisne eksponencijalne
sluc¢ajne varijable s parametrima redom q(Yp), ..., q(Yn_1);

b) (definicija prijelazne vjerojatnosti) za sve n = 0,1,2,..., sva vremena 0 < ty < t; <
coo < tpay t SVa stanja i, . .., iy UTYEdR

P(th+1 = 2n+1|Xt0 = ZO’ ki ar B th - Zn) - pinin+1 (tn"!‘l - tn)

Ako proces (X¢,t > 0) zadovoljava bilo koji od ovih uvjeta tada je on Markovljev lanac s
generatorskom matricom Q. KazZemo da je (X¢,t > 0) (A, Q)-Markovljev lanac, gdje je A
distribucija od Xj.

Dokaz. Znamo da postoji proces (X, t > 0) koji zadovoljava a). Stoga definiramo P(t) s
pii(t) =Pi(X; =37) =Pi(Xs =4, h > t) + Pi( Xy = 5, 1 < 1).

Prvi korak u dokazu je pokazati da P(t) zadovoljava jednadzbu unatrag.

Uvjetno na {Xy = i} imamo J; ~ E(q) 1 Xy, ~ (m, k € I). Tada, uvjetno na {J; = s} i

{X;, =k}, je (Xsp4,t > 0) (0, Q)-Markovljev lanac. Stoga,

Pz(Xt =gt Jl) = e_qitfsij

T
Pi(J1 >t Xy =k X; =7) = / gie” " mpr; (t — s)ds.
0

Dakle,

pl](t> = PZ(Xt:]7t<J1)+ZPZ(J1§tﬂXJ1:kvXt:])
bk

t
= e %4, + Z/ gie” 1 mpy; (t — s)ds.

k23 20
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Zamijenimo varijable © = t — s u svakom integralu, zamijenimo sumu i integral prema
teoremu o monotonoj konvergenciji i pomnozimo s €%’ te dobivamo

€Qitpl.j< _(51]—1—/0 qu Wlkpk] w)du. (4.1)

k#i

Ova jednadzba pokazuje da je p;;(t) neprekidna u ¢, za sve 7, j. Podintegralna funkcija je de-
finirana kao uniformno konvergentna suma neprekidnih funkcija te je time i ona neprekidna.
Stoga je p;;(t) diferencijabilna u ¢ i zadovoljava

e (gipi; () + Py() = ) qie® mirp; (¢
k#£i

Podsjetimo se da je ¢; = —qi; 1 i = ¢imix, za k # 1. Tada dobivamo

pz] Z qlkpk] (42)

kel

pa P(t) zadovoljava jednadzbu unatrag. Integralna jednadzba (4.1) se naziva integralna
jednadzba unatrag.

Drugi korak u dokazu je pokazati da ako je P(t) neko drugo nenegativno rjesenje jednadzbe
unatrag, tada P(t) < P(t), stoga je P(t) minimalno nenegativno rjesenje.

Argument koji smo koristili u dokazu (4.1) takoder pokazuje da

Pl X = 4.t € Jpya) =€ q’t&] —1—2/ gie" PP Pr(Xe—e =34, — 5 < J; )ds. (4.3)
ki
S druge strane, ako P(t) zadovoljava jednadzbu unatrag tada takoder zadovoljava:
pi(t) = e + > / e~ g pr; (t — 5)ds. (4.4)
ki
Ako P(t) > 0 tada
Bl X = ;1 < Ju) =0 < Pll), zasved, jit
Pretpostavimo induktivno da
P X = 4;t < Jp) < Py (), vasve i, 7 it
Tada usporedbom (4.12) i (4.4) imamo
Pi(X: = j,t < Jny1) < Pij(t), zasvei,jit.
Stoga,

() = limn Py(XG = 4,8 < Jy) < Gy(t), masve s, §i4
n—oo

U tre¢em koraku u dokazu zbog Markovljevog svojstva prijelazna funkcija zadovoljava Chapman-
Kolomogorovljevu jednakost

pij(s +1) = ZPik(S)ij (t) (4.5)

kel

25



prema Markovljevom svojstvu. Stoga, (P(t),t > 0) je matrica polugrupe. Ovdje zavrsava
dokaz teorema 4.3.

U cetvrtom koraku u dokazu pretpostavimo da (X ¢t > 0) zadovoljava a). Tada prema
Markovljevom svojstvu

IED()(757z+1 = in+1|Xto - iO, o 7th = Zn) = ]P)Zn (th+l_tn = in-H)

pa (X};)i>0 zadovoljava b).
Zavrsavamo dokaz teorema 4.4. s argumentom da b) mora implicirati a) (vidi dokaz teorema
3.3.8)=-4)) O

Dosad nismo nista rekli o jednadzbi unaprijed u slucaju kada I nije konac¢an. Jednadzba
unaprijed moze i dalje biti zapisana u obliku

P'(t) = P(H)Q, P(0) =1,

samo sada imamo beskonacan sustav diferencijalnih jednadzbi

() =Y pic®)arj, pi(0) = ;.

kel

Rjesenje je tada svaka matrica (p;;,i,j € I) diferencijabilnih funkcija koja zadovoljava ovaj
sustav jednadzbi. Pokazat ¢emo da polugrupa (P(t),t > 0) od @ zadovoljava jednadzbu
unaprijed kao u prvom koraku dokaza teorema 4.3. i 4.4. Ovaj put umjesto uvjetovanja na
prvi dogadaj, uvjetovat ¢emo na zadnji dogadaj prije t. Stoga ¢emo iskazati sljedec¢u lemu.
Jednostavnija verzija te leme je teorem 1.4.

Lema 4.1. Vrijed:

%nP(Jn S t < Jn+1|ZO = io,Zl = il; 55 Zn = Zn)

= G P(Jy <t < Jur1|Zo = tny .., Zno1 = i1, Zon = ) (4.7)
Dokaz. Vidi [2, str. 100] O

Teorem 4.5. Minimalno nenegativno rjesenje (P(t),t > 0) jednadzbe unatrag je ujedno i
manimalno nenegativno rjesenje jednadzbe unaprijed

P'(t) = P()Q, P(0)=1.

Dokaz. Neka je (X;,t > 0) minimalan Markovljev lanac s generatorskom matricom Q). Pri-
mjenom teorema 4.4. imamo

pii(t) = Pi(Xe=j)

= ¥ 3 Bl <t < Ban Ty a =8 F, =1l (4.8)
n=0 k#j

Sada primjenom prethodne leme, za n > 1, imamo
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Pz(Jn <3< Jn—f—l]Zn—l = kv Zn = .])

= Lp.(J, <t<Jul|Zi=k Z,=i)

4
g [
= 2| e Py(Jpoy <t —5 < Jp|Zy_y = i)ds
d; Jo
b s
= Qi/ G qk (T S b — 8€ Jg| 21 = R)ds,
0 1

gdje smo u drugoj jednakosti koristili Markovljevo svojstvo od (Z,),>0. Stoga,

pii(t) = 52’]"9_%4‘22/ i(Jnot <t —58< Jo|Zar = k) -

n=1 k#j
Pi(Zno1 =k, Zn = j)qre”Y%ds

= dye +ZZ/ i Jay St =8 < Iy, Zn g = k)meze ¥0ds

n=1 k#j

= ;e %+ / szk (t — s)qrie” Y%ds, (4.9)
O ksj
gdje smo primjenili teorem o monotonoj konvergenciji pri zamjeni sume i integrala u zadnjem
koraku. Ovaj integral se naziva integralna jednadzba unaprijed. Sada zamijenimo varijable
u =t — s u integralu i pomnozimo s €%’ pa dobivamo

pij(t)eb' = 6, +/ Zp“f Qe du. (4.10)

O kg

Iz jednadzbe (4.1) znamo da je e%'p;(t) rastuéa za sve 4, k. Stoga ili

Z Pik(u)qy; uniformno konvergira za u € [0, ]
k#j
ili
Zp’k u)qr; = 00, za sve u > t.
k#j
Prethodna jednakost je u suprotnosti s (4.10) s obzirom da je lijeva strana jednakosti kona¢na
za sve t pa zadrzavamo taj prvi oblik. Kod jednadzbe unatrag pokazali smo da je p;;(t)
neprekidna za sve i, j, stoga prema uniformnoj konvergenciji podintegralna funkecija u (4.10)
je neprekidna te je diferencijabilna i dobivamo

p;]( ) ey plj szk qk]
k#j

Dakle, P(t) je rjesenje jednadzbe unaprijed.
Kako bi provjerili minimalnost pretpostavimo da je p;;(t) neko drugo rjesenje jednadzbe
unaprijed, tada imamo

Pij(t) = 06~ % +Z/ Pir(t — s)grje®’ds.

k#j
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Mala promjena u argumentu dovodi do (4.9) pokazuje da, za n > 0, vrijedi
Py(X; = 5, < Jpy1) = Gije % + Z/t Pi(X; = j,t < Jp)qrje ¥°ds. (4.11)
ket 0
Ako je P(t) > 0 tada
P(Xs = §it < Jo) =0 < Fy(L) zasve 4,7 11
Pretpostavimo induktivno da
Pi(X: =j,t < Jp) < Pii(t), zasved,jit.
Tada usporedbom (4.10) i (4.11) imamo
Pi( Xy = it < Jny1) € Pyt); zasved;jit

Stoga,
o (f] = lim BilXs = 4.8 < J) < Blt), zasved, it
n—oo
Dakle, P(t) je minimalno rjesenje jednadzbe unaprijed. O

Primjer 4.1. (Dva stanja) Pretpostavimo da imamo Markovljev lanac (X;, ¢t > 0) sa
skupom stanja {1,2}. U tom slucaju je generatorska matrica dana s

A A
©- ( won > |
Zelimo izracunati (P(t),t > 0). Po diferencijalnoj jednadzbi unatrag vrijedi
P'(t)=QP(t), P(0)=1I,
u matricnom obliku to je
(p'n(t) Pha(t) > _ ( —A A ) (pn(t) pr2(t) ) ‘

P (t)  Pha(t) B R pau(t) pa(t)
Kako je pia(t) = 1 — pi1(t) to je dovoljno za racunanje p;;(t). Mnozenjem matrica dobijemo

Pia(t) = =Apua(t) + Apar(t) = =A(pu1(t) — par (1))

Py (t) = pp11(t) — pupar (t) = p(p1a(t) — pau(t)). (4.12)

Nadalje, oduzimanjem te dvije jednadzbe dobijemo

[P11(t) — p21 ()] = —(A+ p)[pra(t) — P (2)].
Kako je p11(0) = 11 py;(0) = 0 imamo

pui(t) — par(t) = g e,
Koristeéi to u (4.12) i integriranjem dobijemo
t
- M A e
t) = p11(0) + e~ (tN)s| — + o= (X
pll() pll() ,U‘i‘A 0 )\+M ,Uz‘i‘A
A t L A
1) = O = _glebisl _ e~ (At
p21(t) = p21(0) P 0 Atp  pmtA
Analogno je
A p
A p
t) = — gt
piz(t) Adp g+
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5 Svojstva i struktura Markovljevog lanca u nepre-
kidnom vremenu

Prvi korak u analizi Markovljevog lanca u neprekidnom vremenu (X;, ¢ > 0) je identificirati
njegovu strukturu. Treba naglasiti da proucavamo samo minimalne lance, one koji zavrsavaju
nakon eksplozije.

Definicija 5.1. Za stanja i,j € I kaZemo da je j dostizno iz i, oznaka i — j, ako vrijedi da
je Pi(X; =7 za nekit > 0) > 0.

Teorem 5.1. Za razlicita stanja i,j sljedece turdnje su ekvivalentne:
i)i—>j,5,j€l;
it) i — j za lanac skokova;
) sl s =« G it > 0 26 neld 860G Gy 41y sso5ln Slo—=18 In =5
w) p;;(t) >0 za svet > 0;
v) pij(t) > 0 za neke t > 0.
Dokaz. Implikacije iv) = v) = i) = ii) su ocite.
Ako vrijedi ii) tada postoje stanja io, 1, . . ., %, gdje je G0 =%, Gn = J 1 Tigiy, Mizigy - - s Mip_in >
0 $to implicira iii).
Ako g;; > 0, tada
pu(t) = ]P)z(Xt = j) > ]P)i(Jl < t, Zl = j, 52 > t) = (1 = B_qit)ﬂ'ije—qjt >0
za sve t > 0, tako da ako vrijedi iii), tada
t t
Pi(t) 2 Pigis (=) - - Pinain () > 0,
za svaki t > 0 te slijedi iv). O
Definicija 5.2. Stanja i,j € I komuniciraju, v oznaci i <> j, ako je i — j i j — 1.

Relacija komunikacije K je relacija ekvivalencije na I x I. Relacija K inducira particiju
skupa I na tzv. klase komuniciranja. Klasu Cj, ¢ine sva stanja iz I koja medusobno komu-
niciraju, gdje je ip reprezentant klase. Klase su medusobno disjunktne, neprazne i u uniji
¢ine I.

Definicija 5.3. Markovljev lanac je ireducibilan ako se skup stanja I sastoji samo od jedne
klase komuniciranja, tj. ako za svaki v,j € I vrijedi v <> j.

Oznacavamo s T; vrijeme prvog pogotka (X;,t > 0) u stanje i, definirano s
Ti(w) =inf {t > 03 Xy(w) =4}

Definicija 5.4. Podskup skupa stanja C' C I je zatvoren ako vrijedi P(Ty e < oo|Xo =1) =
0, za svaki i € C, odnosno iz zatvorenog podskupa skupa stanja Markovljev lanac ne moze
1zaci, ali u njega mozZe uci. Za j € I kazemo da je apsorbirajuce stanje ako je j zatvoren
podskup skupa I.

Definicija 5.5. Ako je j € I apsorbirajuce stanje Markovljevog lanca tada vjerojatnost
P(T; < oo|Xo = i),i € I zovemo apsorpcijska vjerojatnost. Ako je B C I zatvoren podskup
skupa stanja I, tada su apsorpcijske vjerojatnosti oblika P(Tg < oo|Xo =1),i € I.
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5.1 Vremena pogotka i apsorpcijske vjerojatnosti

Definicija 5.6. Neka je (X;,t > 0) Markovljev lanac s generatorskom matricom Q. Za
A C I definiramo prvo vrijeme pogadanja tog skupa kao

Ta(w) =inf{t >0: X;(w) € A}
gdje je inf ) = oo.
Ako je H, vrijeme pogadanja skupa A za lanac skokova tada
{Hy < o0} ={T4 < o0}

i na tom skupu imamo
Ta = Jmys

Definicija 5.7. Vjerojatnost da (X;,t > 0) bilo kada pogodi A pocevsi u i je
R = Py(Ty < 00) = Py(Hy < 00).
Kada je A zatvorena klasa, hi* se naziva apsorpcijska vjerojatnost.

Teorem 5.2. Vektor wvjerojatnosti pogadanja h* = (hl,i € I) je minimalno nenegativno
rieSenje sustava linearnih jednadzbe

BA 1,za1€ A
! Zjelqijhf:O,zaz’%A.
Dokaz. Vidi [5, poglavlje 4,str. 26]. O

Pocevsi u i prosjecno vrijeme potrebno da (X;, ¢ > 0) dode do A dano je s

kA = E;(Ty).

7

Teorem 5.3. Pretpostavimo da q; > 0, za sve i ¢ A. Vektor ocekivanja vremena pogadanja
kA = (k)i € I) je minimalno nenegativno rjesenje sustava linearnih jednadzbi

0 € A
gl 1 BERES , . (5.1)
—Zjelqijkj =1,zai¢ A

Dokaz. Najprije pokazimo da k? zadovoljava sustav. Ako Xy = i € A, tada Ty = 0 pa
kA =0. Ako Xo =i ¢ A, tada Ty > J; pa zbog Markovljevog svojstva lanca skokova vrijedi

Ei(TA - J1|Zl = j) - Ej(TA)

pa
Kt =Bi(Ta) =Bi(1) + Y _E(Ta— J|Zi = )Pi(Z1 = j) =q ' + ) mishs"
j#i J#i
Nakon mnozenja s ¢; dobivamo
= ki =1
jel

30



Nadalje pokazimo minimalnost. Pretpostavimo da je y = (y;,7 € I) drugo rjesenje od (5.1).
Tada k! = y; = 0 za i € A. Pretpostavimo i ¢ A, tada

Yyi =g+ Zﬂ'ijyj =g+ Zﬂ-ij(qj_l L Zﬁjkyk)

JEA JgA kg A

= E;(51) + Ei(S2l{masay) + Z Z T T kY-
JEA k¢A

Nastavljajuci tako zamijenom y, u zadnjem izrazu nakon n koraka dobivamo

Y = Bo(S1) + - + Ei(Snlgmazny) + D+ D Mgy« - W _1jain-

j1¢A jn¢A
Ako je y nenegativna
n HaAn
Y = ZEi(Sml{HAZm}) = Ez( Sm>,
m=1 m=1
gdje je Hy A n minimum od H4 i n. Sada je
Hy
D S =T
m=1
pa primjenom teorema o monotonoj konvergenciji slijedi y; > E;(T4) = k{*. Dakle, k2 je
minimalno nenegativno rjesnje sustava. U

5.2 Povratnost i prolaznost

U ovom potpoglavlju objasnit ¢emo klasifikaciju stanja na povratna i prolazna stanja. Po-
vratno stanje je stanje u koje se Markovljev lanac vraca beskonacno mnogo puta, a prolazno
stanje je stanje u koje se Markovljev lanac ne vra¢a beskonacno mnogo puta.

Definicija 5.8. Neka je (X, t > 0) Markovljev lanac s generatorskom matricom Q i skupom
stanja I. Neka je (X¢,t > 0) minimalan. Stanje i € I je povratno ako

P;({t > 0: X; =i} je neomeden ) = 1.
Kazemo da je v € I je prolazno ako
P;({t > 0: X; =i} je neomeden ) = 0.

Podsjetimo se teorema koji vrijede za Markovljeve lance u diskretnom vremenu koji ¢e nam
biti potrebni u analizi povratnosti i prolaznosti.

Teorem 5.4. Neka je (Z,,n > 0) Markovljev lanac u diskretnom vremenu te T; vrijeme
prvog pogotka u stanje 1. Tada vrijeds sljedece:

i) Ako je Py(T; < 0o0) =1 tada je i povratno ¢y - pgl) =

ii) Ako je Pi(T, < 00) < 1 tada je i prolazno i 3.°0, p < .
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Teorem 5.5. Neka je C klasa komuniciranja. Tada su ili sva stanja uw C' prolazna ili su sva
stanja povratna.

Primjetimo da ukoliko (X;,¢t > 0) eksplodira pocevsi u 7, tada se i sigurno ne ponavlja.
Sljedeci rezultat pokazuje da su povratnost i prolaznost odredeni lancem skokova.

Teorem 5.6. Vrijede sljedece turdnje:
i) ako je i povratno za lanac skokova (Z,,n > 0), tada je i povratno za (Xt > 0);

it) ako je i prolazno za lanac skokova (Z,,n > 0), tada je i prolazno za (X;,t > 0);

i) svako stange je ili povratno ili prolazno;

iv) povratnost i prolaznost su svojstva klase komuniciranja.

Dokaz. i) Pretpostavimo da je i povratno za (Z,,n > 0). Ako X, = i, tada je (X, t > 0)

regularan i J, — 00 po propoziciji 2.1. Buduéi da je X;, = Z,, = ¢ slijedi da je
{t > 0: X; =i} neomedeno, s vjerojatnoscéu 1.

ii) Pretpostavimo da je ¢ prolazno za (Z,,n > 0). Ako X, = i, tada

N=sup{n>0:2,=1i} <0

paje {t > 0: X; = i} omeden s J(N + 1), sto je konacno s vjerojatnoséu 1, zato
(Zn,m < N) ne moze ukljucivati apsorbirajuce stanje.

iii) Koristi teorem 5.4. za lanac skokova.

iv) Koristi teorem 5.5. za lanac skokova.
U

Teorem 5.7. Neka je (Xi,t > 0) Markovljev lanac u neprekidnom vremenu i neka je T;
vrijeme prvog pogotka (X, t > 0) u stanje i tada vrijedi sljedece:

i) Ako ¢; =0 ili P;(T; < 00) = 1, tada je i povratno i fo pii(t)dt =

it) Ako q; > 0 ili P;(T; < 00) < 1, tada je i prolazno i fo pii(t)dt < o0;

Dokaz. i) Ako je ¢; = 0, tada (X¢,t > 0) ne moze napustiti ¢ pa je ¢ povratno, p;;(t) = 1,
zasveti fooo pii(t)dt = oo. Pretpostavimo tada da je ¢; > 0. Neka NNV; oznacava vrijeme
prvog pogotka lanca skokova Z = (Z,,n > 0) u stanje i. Tada
pa je ¢ povratno za Z.

Pisemo 7T( " za (i,7) element u II". Mozemo pokazati

o0

o0 1 "
/0 pii(t)dt = o > . (5.2)

n=0

Za dokaz koristimo Fubinijev teorem:

/ pii(t)dt = / Ei(l{xt:i}dt) = Ez/ (I{Xt:i}dt)
0 0 0

= E; Z Sn+11{Yn:i} = ZEi<Sn+11{Yn:i}>
n=0 n=0

= ZE n+1|Y _Z) J Z Tii

n=0
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ii) Slijedi iz P;(N; < 00) = P;(T; < 00) < 11 jednakosti (5.2).
U

Teorem 5.8. Neka je (X;,t > 0) Markovljev lanac u neprekidnom vremenu i neka je Y, =
Xuh, za h > 0. Tada vrijedi sljedece:

i) Ako jei € I povratno za (Xi,t > 0) tada je i povratno za (Y,,n > 0).
it) Ako je i € I prolazno (X, t > 0) tada je i prolazno za (Y,,n > 0).

Dokaz. Tvrdnja ii) je ocigledna.
U dokazu i) za nh <t < (n + 1)h zbog Markovljevog svojstva slijedi

pi((n+ 1)h) = Pi( X = 1) = Pi( Xy = ) Pi( X(nr1)h—t = 1) > e~ %" py; (1)
Tada primjenom teorema o monotonoj konvergenciji
/ m@ﬁgém/imﬂn+DMﬁ:mm§:mmm
0 0 n=1

i rezultat slijedi po teoremu 5.4. 1 5.7. O

5.3 Stacionarna distribucija

Kao i u teoriji Markovljevog lanca u diskretnom vremenu, pojmovi stacionarne distribucije
1 mjere igraju vaznu ulogu u uc¢enju o Markovljevim lancima u neprekidnom vremenu.

Definicija 5.9. Neka je X Markovljev lanac sa skupom stanja I i generatorskom matricom
Q. Vjerojatnosna distribucija m = (m;,1 € I) na I je stacionarna distribucija (ili invarijantna
distribucija) Markovljevog lanca X (odnosno generatorske matrice Q) ako vrijedi

=7

odnosno po komponentama

wj = E TrQkj, 20 sve j € 1.
kel

Definicija 5.10. Niz A = (\;,i € I) naziva se mjera ako je \; € [0,00) za sve i € I.
Mjera A\ je netrivijalna ako postoji v € I takav da je \; > 0. Neka je X Markovljev lanac
s generatorskom matricom Q. Netriwijalna mjera na I je invarijantna mjera Markovljevog
lanca X (odnosno generatorske matrice Q) ako vrijedi

A=AQ

odnosno po komponentama

Ay = Z)\quj, za sve j € I.
kel

Teorem 5.9. Neka je X = (Xy,t > 0) Markovljev lanac sa skupom stanja I i generatorskom
matricom Q te Z = (Z,,n > 0) pripadajuci lanac skokova s prijelaznom matricom I1. Nadalje
neka je A mjera 1 q; = Z#i ¢ij- Tada su sljedece turdnje ekvivalentne:
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i) X je invarijantna;

Dokaz. Imamo ql-(mj — 51']‘) = ¢ij, za sve i, j, pa
(u(Il = 1)), = Zm(mj — dij) = Z Aidij = (AQ);-
jer jer
]

Podsjetimo se teorema za Markovljeve lance u diskretnom vremenu vezane uz stacionarnu
distribuciju.

Teorem 5.10. Ako je (Z,,n > 0) Markovljev lanac u diskretnom vremenu koji je iredu-
cibilan i povratan, tada on ima netrivijalnu invaryantnu mjeru koja je jedinstvena do na
multiplikationi skalar.

Teorem 5.11. Neka je (Xi,t > 0) Markovljev lanac s generatorskom matricom Q koji
je ireducibilan 1 povratan. Tada X ima invarygantnu mjeru A koja je jedinstvena do na
multiplikationi skalar.

Dokaz. Iskljucimo trivijalni slucaj I = {i}. Kako je proces ireducibilan to povlaci ¢; > 0,
za svaki 7. Prema teoremima 5.1. i 5.6., I ima invarijantnu mjeru p koja je jedinstvena
do na multiplikativni skalar. Prema teoremu 5.9. mozemo uzeti \; = p;/q; da dobivamo
invarijantnu mjeru jedinstvenu do na multiplikativni skalar. U

Ocekivano vrijeme povratka definiramo s
Podsjetimo se da je stanje i povratno ako ¢; = 0 ili P;(7; < o0) = 1.

Definicija 5.11. Ako je ¢; = 0 ili je m; = E;(T;) < oo tada kaZemo da je i pozitivno
povratno. Inace povratno stanje i zovemo nul povratno.

Kao u slucaju diskretnog vremena pozitivno povratno stanje je vezano s egzistencijom inva-
rijantne distribucije.

Teorem 5.12. Neka je (X¢,t > 0) ireducibilan Markovljev lanac s generatorskom matricom
Q. Tada su sljedece turdnje ekvivalentne:

i) svako stanje je pozitivno povratno;
it) neko stanje i je pozitivno povratno;

iii) X je reqularan i ima invarijantnu distribuciju .
i

Stovise, kada vrijedi iii) imamo m; = g 20 Sve 1.
41
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Dokaz. Iskljucimo trivijalni slucaj I = {i}; tada ireducibilnost zahtjeva ¢; > 0, za sve i.
Ocito je da i) implicira ii).
Definirajmo p' = (uj,j € I) sa

) TiNC
p = Ez/ lix.=jds,
0

gdje T; A ¢ oznacuje minimum od 7} i ¢. Primjenom teorema o monotonoj konvergenciji je

> "k =Ei(T; A Q).

jeT

Oznacimo s N; vrijeme prvog pogotka lanca skokova u stanje 7. Prema Fubinijevom teoremu
s

p; = E Z Sur1l{V,=jn<niy = ZEi<Sn+1|Yn = JE:(1iyn=jn<ni})
n=0

n=0
s N;—-1 71.
| 1 L
=il n=0

gdje je 7; ocekivano vrijeme koje lanac skokova provede u j prije nego posjeti stanje ¢, ukoliko
lanac prije toga ne eksplodira.
Pretpostavimo da vrijedi ii), tada je ¢ sigurno povratno pa je lanac skokova povratan te je

X regularna prema teoremu 2.1. Znamo da je tada 7II = ' pa pu'Q = 0, po teoremu 5.9.
Ali kako je

jEI
ako stavimo \; = ,u§ /m;, dobivamo invarijantnu distribuciju A.
S druge strane, pretpostavimo da vrijedi iii). Za proizvoljan i € I stavimo v; = X\;q;/(Nigi),
tada v; = 11 vIl = v po teoremu 5.9. pa v; > 7, za sve j. Stoga je

m; = ZM; = Z%i'/q]‘ < ZVJ'/%'

jel jel jel
= Z)‘j/(/\i%') = 1/(Xig;) < o0,
jel

iz ¢ega vidimo da je ¢ pozitivno povratan. Kako bi dovrsili dokaz vrac¢amo se na prethodni
izracun gdje dobivamo da je X povratan pa je v; = fyji- im; =1/(Ngi), za svaki 1. O

Sljededi rezultat dokazuje da je mjera A s A() = 0 invarijantna.

Teorem 5.13. Neka je X = (X, t > 0) ireducibilan i povratan Markovljev lanac s genera-
torskom matricom @Q i stohastickom polugrupom (P(t),t > 0) te neka je X mjera. Sljedece
turdnje su ekvivalentne:

i) A\Q = 0;
ii) AP(t) = .
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Dokaz. U slucaju da je skup stanja konac¢an: prema jednadzbi unatrag je
d
d—/\P(s) = AP'[8)= AQP{s)
s

pa AQ = 0 implicira AP(s) = AP(0) = A, za sve s.

U slucaju da je skup stanja beskonacan: kako je X povratan, po propoziciji 2.1. je regularan
i po teoremu 5.8 je Markovljev lanac u diskretnom vremenu Z,, = X,,; s matricom prijelaznih
vjerojatnosti P(s) povratan. Stoga, bilo koji A koji zadovoljava i) ili ii) je jedinstven do na
multiplikativni skalar. Prema dokazu teorema 5.12. za proizvoljan 2 € [ imamo

T;
B = Ez‘/O Lix=jydt,

tada p@ = 0. Prema tome dovoljno je pokazati uP(s) = p. Upotrebom jakog Markovljevog

svojstva na 7; slijedi
s T;+s
EZ/ 1{Xt:j}dt = Ez/ l{Xt:j}dt.
0 T;

Stoga, koriste¢i Fubinijev teorem imamo

s+T;
pj = Ei / Lixi=jpdt
- / Pi(Xyp = j,t < T)dt
0

= / D Pi(Xy =kt < T})pi;(s)dt
0

kel

= D (& /0 il{Xt:k}dt)pkﬂs)

kel

= > ki (s).

kel
U

Teorem 5.14. Ako je (X;,t > 0) (A, Q)-Markovljev lanac, tada je za svako s > 0 (Xiis,t >
0) takoder (A, Q)-Markovljev lanac.

Dokaz. Prema teoremu 5.13. za svako stanje ¢ vrijedi

PIX. =i = (APle)ls = &
pa zbog Markovljevog svojstva, uvjetno na {X; = i}, (X4, t > 0) je (N, Q)-Markovljev
lanac. 0

Primjer 5.1. (Dva stanja) Pretpostavimo kao u Primjeru 4.1. da je skup stanja dan s
{1,2}, gdje je 12 = A i q21 = p, gdje su oba parametra pozitivna. Jednadzba A\Q = 0 ima
matri¢ni oblik

—A A
(7?1 7T2)< " _H>_(0 0).
Kada pomnozimo matrice dobijemo
—Amy + pme = 0.
Kako vrijedi 7 4+ m = 1 rjesavanjem te dvije jednadzbe dobijemo
no A
7T1:)\+M17T2:m.
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5.4 Granicna distribucija

Proucavamo grani¢no ponasanje od p;;(t) kada ¢ — oo i njegov odnos prema invarijantnim
distribucijama. Situacija je analogna kao u slucaju diskretnog vremena, samo u slucaju
neprekidnog vremena nema periodi¢nosti.

Definicija 5.12. Vjerojatnosna distribucija m = (m;,i € 1) naziva se granic¢na distribucija
Markovljevog lanca X = (X;,t > 0) ako vrijedi:

lim pg:(t) = w5, 2@ swe d,j € L
t—o00

Lema 5.1. Neka je QQ generatorska matrica s polugrupom P(t). Tada, za sve t,h > 0
[pij(t +h) = py(t)] <1 — e %",

Dokaz. Imamo

i+ 1) —pi )] = D pir(R)pi;(t) — pis (2)]
= > p(W)pes () — (1 = pa())pi (8)]
Pawe

< 1—puh) <P(Ji <h)=1-— e~ il
0

Teorem 5.15. (Konvergencija prema graniénoj distribuciji) Neka je (X;,t > 0)
ireducibilan i reqularan Markovljev lanac s generatorskom matricom @Q i polugrupom P(t).
Pretpostavimo da X ima invarijantnu distribuciju A. Tada za sva stanja i, j imamo

pii(t) = A, kada t — oo.
Dokaz. Nekaje (X, t > 0) (6;, Q)-Markovljev lanac. Za proizvoljan h > 0 stavimo Z, = X,.
Tada je
P(Zn+1 = in+1|Z0 = Z'(), iy Zn = Zn) = pininJrl (h)

pa je (Zn,,n > 0) (6;, P(h))-Markovljev lanac u diskretnom vremenu. Prema teoremu 5.1.
ireducibilnost povlaci p;j(h) > 0 za sve 4, j pa je P(h) > 0 sto povlaéi da je Z ireducibilan
i aperiodican. Prema teoremu 5.9, A je invarijantna za Z. Stoga, po konvergenciji prema
grani¢noj distribuciji u slucaju diskretnog vremena, za sve t, j je

pij(nh) = A\; kada n — oo.

Prema tome, konvergencija je po tockama (oblika nh) te popunjavamo postupak na pre-
ostalim tockama. Uzmemo proizvoljno stanje ¢ € I. Za dani € > 0 postoji h > 0 takav
da .

1—e_qi5§§,za0§s§h.

Nadalje, postoji N takav da
Ipij(nh) — Aj| < %, zan > N.
Neka je t > Nh. Tada postoji n > N takav da je nh <t < (n+ 1)h te iz toga vrijedi
pij () — Ajl < |pij(t) — pij(nh)| + |pi(nh) — ;| <€

Dakle,
pij(t) = A kada n — oo

time smo dobili da je A grani¢na distribucija. O
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Potpuni opis grani¢nog ponaSanja za ireducibilne lance u neprekidnom vremenu dan je
sljede¢im rezultatom.

Teorem 5.16. Neka je (X¢,t > 0) ireducibilan Markovljev lanac s generatorskom matricom
Q i neka je v bilo koja distribucija na skupu stanja I. Pretpostavimo da je (X¢t > 0)
(v, Q)-Markovljev lanac. Tada

P(X;=7) — , kada t — o0, za sve j € I,

gy

gdje je m; to¢no vrijeme vracéanja u stanje j.

5.5 Ergodski teorem

Na kraju ovog poglavlja spomenit ¢emo Ergodski teorem kao rezultat o grani¢cnom ponasanju
srednjih vrijednosti kroz vrijeme.

Teorem 5.17. Neka je (X;,t > 0) ireducibilan Markovljev lanac s generatorskom matricom
Q 1 neka je v bilo koja distribucija na skupu stanja 1. Ako je (X, t > 0) (v, Q)-Markovljev

lanac tada
1 g 1
IP’( lim - lix,—iyds = ) =l
it m;q;

gdje je m; = E;(T;) ocekivano vrijeme povratka u stanje i. Pourh toga, u slucaju ako je
pozitivno povratan, za bilo koju omedenu funkciju f : I — R imamo

t—o0

1 .
IP( lim Z/ F(X,)ds = f) —1
0
gdje je [ =Y".c; \ifi i gdje je (Ni,i € I) jedinstvena invarijantna distribucija.

Dokaz. Ako je X prolazan Markovljev lanac tada je ukupno provedeno vrijeme u bilo kojem
stanju 7 konacno pa

t 0o

%/0 1{XS:i}d5 < %/0 1{sti}d8 — 0= mil
Pretpostavimo da je tada X povratno i uzmimo proizvoljno stanje i € I. Tada (X;,t > 0)
pogodi ¢ s vjerojatnoséu 1 i dug period vremena koji proces provede u ¢ jednaka je dugom
periodu vremena koje proces provede u ¢ nakon prvog pogotka i. Stoga, prema jakom
Markovljevom svojstvu dovoljno je razmotriti slucaj v = é;.
Oznacimo s M;* duljinu n-tog posjeta i, s T)" vrijeme n-tog povratka u 7 is L} duljinu n-tog
izleta u i. Tako za n =0,1,2,..., stavimo T = 0, imamo

MP = inb{e =T X L) — TP
TP = inf{t> T+ M X, =4}
M = ISP
Prema jakom Markovljevom svojstvu za vrijeme zaustavljanja 7}, za n > 0, vidimo da su

L}, L2, ... nezavisne i jednako distribuirane s ocekivanjem m; i tada su M}, M?, ... nezavisne
i jednako distribuirane s oc¢ekivanjem %. Stoga, prema jakom zakonu velikih brojeva je
1

Li+ -+ L7
n

—m; kada n — oo
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Mi1+"'+Min

1
— — kada n — o
n qi

1 stoga
M} 4+ M 1

— kad —
LIt + I o ada m — 00

s vjerojatnoséu 1. Imamo da % — 1 kada n — o0 s vjerojatnoséu 1. Sada, za 77" <t <

T imamo

. < TR n & T gl 4L gt
M et M < 1/ 1ix,=ids < M i
0

TP BE o B =¥ TF¥ B s o 2FE

)

pa ako pustimo ¢ — oo imamo

/t | X d !
—as — 3
15 0 = m;q;

s vjerojatnoséu 1. U slucaju kada imamo pozitivnu povratnost mozemo pisati
1 [t _ 1 [
_/ f(Xs>dS - f = Z f@ <_/ 1{X5:i}d5 = )\1)
ko e o

gdje je \; = quu Zakljucujemo da

i .
;/ f(Xs)ds — f kada t — oo
0

s vjerojatnoscu 1. O

Primjer 5.2. (Dva stanja) Pretpostavimo da imamo Markovljev lanac (X¢, ¢ > 0) kao u
Primjeru 4.1. sa skupom stanja {1,2}. Izracunajmo asimptotsko prosjecno vrijeme prove-

deno u stanjima 11 2
i

1 1
B = 4 Lessials = g =
Ereaf J, RS TI=
1 t
lim — liy.—onds = = -
e ! Yy
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Sazetak

U ovom radu proucavamo Markovljeve lance u neprekidnom vremenu. Kako bi shvatili Mar-
kovljeve lance u neprekidnom vremenu najprije smo se upoznali s definicijama slucajnog
procesa u neprekidnom vremenu, vremena skokova, vremena cekanja, procesa skokova te
naveli neka svojstva eksponencijalne distribucije. Zatim definicija Markovljevog lanca u ne-
prekidnom vremenu (X;,¢ > 0) koja nam kaze da je to slucajan proces u neprekidnom
vremenu s prebrojivim skupom stanja za koje vrijedi da buduce stanje ne ovisi o proslom
stanju nego samo o sadasnjem. Nadalje, konstruiramo Markovljev lanac u neprekidnom
vremenu pomoc¢u Markovljevog lanca u diskretnom vremenu (Z,,n € N) gdje nakon kons-
trukcije zakljucujemo da je (Z,,n € N) proces skokova procesa (X;,t > 0). Pokazali smo
da ukoliko je proces regularan tada je ujedno i Markovljev lanac u neprekidnom vremenu.
Primjeri takvih lanaca kojima se bavimo u radu su Poissonov proces i proces radanja. Na
kraju rada se bavimo svojstvima i strukturom Markovljevih lanaca u neprekidnom vremenu,
objasnjavamo apsorpcijske vjerojatnosti, povratnost i prolaznost, stacionarne distribucije,
granicne distribucije te navodimo i dokazujemo Ergodski teorem.

Kljucne rijeci: Markovljevi lanci u neprekidnom vremenu, generatorske matrice, Poissonov
proces, proces radanja, jednadzbe unatrag i unaprijed, stacionarna distribucija, grani¢na
distribucija, Ergodski teorem.
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Summary

In this thesis we study continuous-time Markov chains. To understand continuous-time
Markov chains, firstly we need to define terms continuous-time random process, jump times,
holding times, jump processes, and introduce some properties of exponential distribution.
Then, there is the definition of the continuous-time Markov chain (X, > 0) which describes
them as a continuous-time random process with a finite state-space for which the future state
does not depend on the past state but only on the present one. Furthermore, we construct
a continuous-time Markov chain using the discrete-time Markov chain (Z,,n € N) so that
(Zp,n € N) is jump process of (X;,t > 0). It has been shown that if a process is regular,
then it is a continuous-time Markov chain. Examples of such chains that we deal with in
this thesis are the Poisson process and the birth process. At the end of the thesis, we deal
with the properties and structure of continuous-time Markov chains, we explain absorption
probabilities, recurrence and transience, invariant distributions and limiting distributions,
and state and prove the Ergodic theorem.

Keywords: Continuous-time Markov chains, generator matrix, Poisson processes, Birth
processes, forward and backward equations, invariant distribution, limiting distribution, Er-
godic theorem.
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