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SazZetak

U ovom zavrSsnom radu se razmatra tvrdnja poznata u literaturi kao Vivianijev teorem
koji kaZze da je u jednakostrani¢nom trokutu suma udaljenosti bilo koje tocke trokuta
od stranica trokuta neovisna o izboru tocke i jednaka je visini tog trokuta. Dano je
nekoliko razli¢itih dokaza teorema te navedena poopcéenja i prostorni analogon teorema.

Kljuéne rijeéi: jednakostrani¢an trokut, Vivianijev teorem, pravilan poligon,

pravilan tetraedar

Abstract

In this paper, it is presented the statement known in the literature as Viviani’s theorem
which says that in equilateral triangle the sum of the distances from any interior point
to the sides of a triangle is independent of choosing the point. Some proofs of the
theorem, the generalizations and the spatial analogue of the theorem are given.

Key words: equilateral triangle, Viviani’s theorem, regular polygon, regular

tetrahedron
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1 Uvod

Postoje brojne tvrdnje vezane uz trokut. U ovom zavr$nom radu razmatra se poznata tvrdnja
vezana uz jednakostrani¢ni trokut, Vivianijev teorem, prema kojemu je zbroj udaljenosti bilo
koje tocke jednakostrani¢nog trokuta od stranica tog trokuta jednak visini trokuta. U prvom
poglavlju se iskazuje i dokazuje Vivianijev teorem. Dan je dokaz pomoéu povrsina, te dokazi
bez rijeci koriStenjem rotacije, translacije i vektora. U drugom poglavlju su navedene neke
posljedice Vivianijeva teorema. U tre¢em poglavlju je naveden prostorni analogon teorema.
U Cetvrtom poglavlju se razmatra poopéenje Vivianijeva teorema. U zadnjem poglavlju se
razmatra obrat Vivianijeva teorema.

Vivianijev teorem je otkriven prije vise od 300 godina. Osoba po kojoj je ova tvrdnja
dobila ime je Vincenzo Viviani. Vincenzo Viviani (1622. — 1703.) je roden i odrastao u
Firenci. Matematiku ga je poucavao Clemente Settimi, skolopski fratar i Galilejev prijatel;.
Godine 1647. postaje dvorski matematic¢ar ([10]). Sa sedamnaest godina je postao student i
asistent Galileu Galilei. Viviani je veéi dio svog Zivota proveo restaurirajuci djela starogrckih
matematicara te je dvije godine prije svoje smrti objavio djelo pod imenom The five books
of 'Solid Coci’ restored by a senior mathematician (|11]). Takoder je objavio restauracije
pod imenom A divination of geometric mazima and minima i Fifth Book of the 'Elements’
of Fuclid. Godine 1676. je objavio djelo The pleasure of geometry i godine 1677., All the
problems of the geometry of the things proposed.

Slika 1: Vincenzo Viviani



2 Vivianijev teorem

U ovom poglavlju éemo iskazati Vivianijev teorem. Navest ¢éemo nekoliko dokaza ove poznate

tvrdnje: jedan pomocu povrsina i tri dokaza bez rijedi.

Teorem 2.1. (Vivianijev teorem) U jednakostranicnom trokutu ABC, zbroj udaljenosti bilo

koje tocke T trokuta ABC' od stranica trokuta je jednak visini trokuta.

Slika 2

Dokaz. Neka je AABC' jednakostranic¢an trokut sa stranicom a i visinom h, te neka je T bilo
koja tocka trokuta ABC. Oznacimo s dy, dy, dz udaljenosti tocke T do stranica trokuta.
Pomocu duzina AT, BT, CT dobivamo tri trokuta TAB, TCA, TBC (slika 3).
Povrsine tih trokuta iznose %dla, %dga, %dga. Kako te duzine dijele trokut ABC na

trokute TAB, TBC i TCA, vrijedi

1 1 1 1

§d1(1 —+ §d2a —+ §d3a = §ha
Slijedi

dl -+ d2 + d3 = h



Slika 3: Dokaz pomocu povrsina

Navest ¢emo jos nekoliko dokaza Vivianijeva teorema.
1. Dokaz bez rije¢i pomocu rotacije (|3]).

4 A& A

Slika 4: Dokaz pomocu rotacije




2. Dokaz bez rije¢i pomocu translacije ([6]).

A A T B'

C

Slika 5: Dokaz pomocu translacije

3. Dokaz bez rije¢i pomocu vektora ([5]).

@ =1 = 2|

T B+ T =0
Fd+D-d+Fd =0
dy —d, +dy—dy+d, — d, =0
dot+dp+d.=d,+dy+d,



Slika 6: Dokaz pomocu vektora



3 Neke posljedice Vivianijeva teorema

Navest ¢emo tvrdnju koja je posljedica Vivianijeva teorema ([6]). Dokaz pomocu vektora
nam je pokazao da ako je T toc¢ka unutar jednakostrani¢nog trokuta ABC, a 7, ? i 7
bilo koja tri jedini¢na vektora ¢ija je suma ﬁ, tada je suma duljina projekcija TA, TB
i TC na 7, b i  konstantna za sve takve tocke T. Kako moZemo izabrati takva tri
jedini¢na vektora @, ? i @ na beskonatno mnogo nacina, moguce je dobiti beskonacéno
mnogo teorema iz ove tvrdnje. Navest ¢emo jednu mogucénost. Neka su E), bid jedini¢ni

o
vektori ¢iji se smjerovi podudaraju s @ , B? i C'A. Iz toga direktno slijedi teorem.

Teorem 3.1. Neka je dan jednakostranican trokut ABC' i tocka T unutar trokuta ABC.
Neka su T, Ty, © T, nozista okomica iz tocke T na stranice BC, CA i AB trokuta ABC.
Tada suma |AT.| 4+ |BTy| 4+ |CTy| ima istu vrijednost za bilo koju tocku T

C

C

Slika 7: Posljedica Vivianijeva teorema

Nije tesko izvesti kolika je vrijednost sume |AT,| + |BT,| + |CTy| za jednakostrani¢an
trokut ABC' duljine stranice a. Ako je T srediste trokuta ABC' opisane kruznice tada je

a
|AT.| = |BT.| = ICTy| = 5.

Odavde dobivamo 3
a

|AT,| + |BT,| + |CT,| = Ch

za bilo koju to¢ku T unutar trokuta ABC. Takoder slijedi jednakost

|AT,| + |BT,| + |CTh| = | BT + |OT,| + | AT



4 Prostorni analogon Vivianijeva teorema

U ovom poglavlju ¢emo navesti i dokazati prostorni analogon Vivianijeva teorema. Pros-
torni analogon Vivianijeva teorema je moguée dokazati koristenjem volumena. Ovdje ¢e ova

tvrdnja biti dokazana bez koristenja volumena (|2]). Najprije iskazimo sljedec¢u lemu.

Lema 4.1. Neka je B'C'D' ravnina paralelna sa stranom BCD pravilnog tetraedra ABCD 1
neka sijece bridove AB, AC i AD u tockama B’, C' 1 D' tako da je AB'C'D’ takoder pravilni

tetraedar. Neka je udaljenost izmedu paralelnih ravnina jednaka k. Tada vrijeds

Slika 8

h(AB'C'D") + k = h(ABCD)
gdje h(AB'C'D’) predstavlja visinu tetraedra AB’C’D".
Teorem 4.2. Neka je tocka O unutar, ili na strani, pravilnog tetraedra ABC D 1 neka pravci

kroz tocku O okomiti na strane BCD, ACD, ABD i1 ABC sijeku te strane u tockama E, F,
G i H. Tada je zbroj udaljenosti |OE|, |OF|, |OG| i |OH]| jednak visini tetraedra ABCD.

Dokaz. U ovom dokazu koristimo Lemu 4.1 Razlikujemo ¢etiri slucaja.

Slucaj 1. (slika 9) Ako se tocka O podudara s vrhom tetraedra ABCD, npr. O = A,
tada zakljucujemo

|OG| = |OF| = |OH| =0,

(OE| = h,

10



gdje je h visina tetraedra. Stoga vrijedi

|OE| + |OF| + |OG| + |OH| = h.

Slika 9

Slucaj 2. (slika 10) Pretpostavimo da tocka O lezi na bridu tetraedra ABCD, npr.
O = B', gdje B’ lezi na bridu AB. Neka ravnina kroz B’ paralelna s ravninom BCD sijece
bridove AB, AC'i AD u to¢kama B’, C" i D'. Tada, pomoc¢u Leme 4.1, vrijedi

OE| = k,

|OF| = h(AB'C'D),
(0G| = |OH]| = 0.

Stoga slijedi
|OE| + |OF| 4+ |OG| + |OH| = h(ABCD).

11



A
DI
O=B i'
D

Slika 10

Slucaj 3. (slika 11) Pretpostavimo da tocka O leZi na strani tetraedra ABCD, npr.
O = H, gdje je H tocka na strani ABC. Neka ravnina kroz tocku H paralelna ravnini BC'D
sijece bridove AB, AC'i AD u tockama B’, C' i D’. Tada, primjenom slucaja 2 na tocku H
koja se nalazi na bridu B'C’ tetraedra AB'C'D’, imamo

(OF| + |OG| + |OH| = |HF| + |HG| + 0 = h(AB'C'D)

|OE| = k.

Stoga zbog Leme 4.1 vrijedi

|OE| + |OF| + |OG| + |OH| = h(ABCD).



Slika 11

Slucaj 4. (slika 12) Pretpostavimo da tocka O lezi unutar tetraedra ABC'D. Neka ravnina
kroz to¢ku O paralelna s ravninom BCD sijece bridove AB, AC i AD u to¢kama B, C'i D'.
Tada primjenom sluc¢aja 3 na tocku O koja se nalazi na strani B'C'D’ tetraedra AB'C'D’

Imamo

|OF| + |OG| + |OH| = h(AB'C'D')

IOE| = k.

Stoga, zbog Leme 4.1, vrijedi

|OE| + |OF| + |OG| + |OH| = h(ABCD).

13



Slika 12
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5 Poopcéenja Vivianijeva teorema

Metodu povrsine koju smo koristili u prvom dokazu Vivianijeva teorema mozemo iskoristiti

za dokaz sljedeCeg teorema koji predstavlja poopcéenje Vivianijeva teorema.

Teorem 5.1. Zbroj udaljenosti od bilo koje tocke T unutar pravilnog poligona do njegouvih

stranica neovisan je o poloZaju tocke T .

Slika 13

Dokaz. Ako su stranice pravilnog n-terokuta duljine a, a udaljenosti od tocke T" do stranice

n-terokuta hq, hs, ..., h,, tada je povrsina poligona jednaka
P= 1y ah;
=5 E "
7=l
Vrijedi
2P

hithy+-o 4 hy = —

je konstantna. O

Moze se dokazati da Vivianijev teorem vrijedi i za poligone kojima su svi unutarnji kutovi

sukladni tzv. ekviangularne poligone.
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6 Obrat Vivianijeva teorema

U ovom poglavlju razmatrat ¢emo obrat Vivianijeva teorema ([1]).

Teorem 6.1. Ako unutar trokuta ABC postoji kruzno podrucje R za koje je zbroj udaljenosti
od tocke P u R do tri stranice trokuta neovisan o poloZaju tocke P, tada je trokut ABC

jednakostranican.

Slika 14

Dokaz. Neka je tocka P unutar trokuta ANABC i w4y, s i u3 jedini¢ni vektori od tocke P
okomiti na stranice trokuta (slika 14). Trebamo pokazati da je kut izmedu ta dva vektora
120°, iz cega slijedi da svaki kut trokuta iznosi 60°.

Pokazimo da je zbroj tih vektora, @ = @, + @y + i3 jednak 0. Pretggs_t)avimo suprotno.
Iz pretpostavke teorema, slijedi da postoji tocka P’ u R takva da je PP’ paralelan sa .
Ozna¢imo vektor PP’ s @ i neka je © kut izmedu u; i w. Takoder, neka su dy, do i d3
udaljenosti od tocke P do stranica AABC i d}, d}, i d5 odgovarajuce udaljenosti od tocke

P'. Prema pretpostavci vrijedi
di +dy + d3z = d} + dy + d.

Vrijedi

Stoga slijedi
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pa zbog simetrije

w-w=0.
Kako su vektori @ i @ paralelni, vrijedi |@] = 0, $to je kontradikcija. Zaklju¢ujemo, za

i =1,2,3 vrijedi u; - (ty + Uy + U3) = 0 iz Cega slijedi:

Ul'UQZUQ'U3:U3'U1:—§.

™
Prema tome kut izmedu bilo koja dva vektora i, s i U3 iznosi 5 pa je AABC' jednakos-

tranican. n

43
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