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Uvod

Svatko od nas, bili mi toga svjesni ili ne, ima poseban pogled na svijet, posebno
na matematiku. Svijet mozemo gledati o¢ima matematike na dva nacina. Jedan
od nacina je prepoznavanje matematickih likova poput trokuta, kvadrata ili dru-
gih geometrijskih objekata u svijetu koji nas okruzuju. Mnogi tehnicki proizvodi,
pa cak i biljke i zivotinje sastoje se od takvih oblika. Drugi nacin se odnosi na
uocavanje privla¢nih oblika kao Sto je uzorak na predmetu ili strukturi biljke koji
moze privuci pozornost i stvoriti interes. Na primjer ako promatramo kristal sastav-
ljen od struktura u obliku Sesterokuta, zapitamo se mozemo li stvoriti kristal tako
da daje strukturu koju zelimo i hoce li nam to omoguéiti da napravimo industrijski
dijamant. Vidjeti svijet na ovaj nacin, osim $to pruza zanimljivu sliku svijeta i pos-

tavlja izazove mnogim tehnologijama i znanostima, ¢ak je i zabavno.

Ako znamo nesto o matematici, mozak ¢e prepoznati matematiku u podacima
koje opazaju o¢i kao kada vidimo sace, prepoznat ¢emo skup Sesterokutnih stanica ili
¢elija koje su poredane jedna do druge. Znatizelja nas dovodi da se zapitamo zasto
pcele grade sace takvog oblika i je li mozda drugi geometrijski lik bolji. No, detalj-
nija matematicka analiza pokazuje da su Sesterokuti savrseni za to jer takav oblik
omogucava maksimalnu iskoriStenost prostora. Ista stvar se dogada i sa Sivanjem
odjece. Oblik koji se mora izrezati iz tkanine (materijala) da bi se pretvorio na
primjer u suknju u matematickom pogledu je krnji stozac. Veéina ljudi u svojim
svakodnevnim poslovima primjenjuje matematiku na skriveni nac¢in, bez izravnog
navodenja i nesvjesno sto nas dovodi i do onoga ¢ime ¢emo se baviti u ovom radu,

matematickog modeliranja problema iz svakodnevnog zivota u nastavi.

Vecina nastavnika matematike razmislja primijeniti matematiku temeljenu na
stvarnom problemu na svojim skolskim satima, ali je problem sto uglavnom ne znaju
na koji nacin to uciniti. Ukljucivanje primijenjene matematike u nastavu potice i
razvoj novog nacina razmisljanja o matematickom obrazovanju. Pod pojmom primi-
jenjene matematike u nastavi smatramo izraz koji koristimo za opis matematickog
obrazovanja temeljenog na problemu iz svakodnevnog zivota, tj. modeliranje u nas-
tavi matematike. Prije svakog modeliranja mora postojati odluka tj. zelja da se
nesto promijeni, bolje shvati ili da se sredstva uloze u ucinkovitiju uporabu sto moze

posluziti i kao motivacija za donosenje odluke.
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(a) Sace [14] ! o
(b) Uzorak za Sivanje suknje s naborima
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Slika 1

U radu ¢emo se osvrnuti na matematicko modeliranje i kako ga primijeniti u
nastavi. Ve¢ u prvom poglavlju ovog diplomskog rada uéi ¢emo se u svijet modeli-

ranja i upoznati se s osnovnim pojmovima.

U drugom poglavlju bavit ¢emo se ucenickom slikom o matematici te kako ju
poboljsati. Osim toga navest ¢emo i kako motivirati nastavnike kako bi svi koristili

primijenjenu matematiku na nastavi te navesti nekoliko savjeta za nastavnike.

Posljednje poglavlje ovog rada iskoristit ¢emo kako bismo pokazali na¢in rjesavanja
zadataka izvedenih iz svakodnevnog zivota. Detaljnije ¢emo pokazati jedan primjer
jednostavnog problema matematickog modeliranja koji treba odrediti odgovarajuéu
tarifu za mobilni uredaj na temelju stvarnih podataka.



1 Matematicko modeliranje

U ovom poglavlju definirat ¢emo sto je to model, matematicko modeliranje i
navesti pristupe matematickom modeliranju te objasniti proces modeliranja. Upoz-
nat ¢emo se s nac¢inom pristupanja modeliranju svakodnevnih problema uvodeéi ga

u svijet matematike i pretvaraju¢i u matematicku okolinu.

1.1 Model i modeliranje

Rjesavanje razlicitih zadataka ili razumijevanje dokaza u matematici ne bi bilo
moguce bez poznavanja potrebne teorije. Tako i ovdje, da bismo shvatili Sto je to
modeliranje, prvo ¢emo objasniti Sto je to model. Modeli opisuju nasa uvjerenja
o tome kako svijet funkcionira tj. vise mislimo na neki uzorak koji mozemo zapi-
sati matematickim jezikom. Kako je matematika dosta precizna to nam pomaze da
formuliramo ideje, ali takoder na raspolaganju imamo sve rezultate koje su mate-
maticari godinama dokazivali i racunala koja mozemo koristiti za izvodenje racuna
sto su samo neke od prednosti. Matematicki modeli mogu biti linearni i nelinearni,
deterministicki i stohasticki, statisticki i dinamicki, diskretni i kontinuirani, deduk-
tivni, induktivni i plivajuéi (vidi [16]).

Matematicko modeliranje mozemo promatrati kao proces oblikovanja stvarnog
problema u matematicki model te vra¢anje nazad. Zakelj [25] isti¢e da je mate-
maticko modeliranje u skoli primjer integriranog ucenja koje je umetnuto u opce
ciljeve i kompetencije predmeta matematike te definira matematicko modeliranje
kao pronalazenje i testiranje matematickog modela za neki realan problem. Prema
Magdiéu [16] matematicko modeliranje je proces primjene matematike na realni
sustav radi moguénosti spoznavanja potrebnih informacija te takoder tvrdi da se

modeliranjem ne mora rijesiti problem, ali da ¢e se pojasniti promatrani problem.

Postoje nekoliko pristupa matematickom modeliranju. Jedan on njih je em-
pirijski pristup koji koristimo kako bi odredili odnos medu velicinama na temelju
dostupnih podataka. Matematicku ovisnost medu varijablama najcesée prikazujemo
u koordinatnom sustavu. Drugi pristup je simulacijski koji koristimo ako znamo opi-
sati dio pojave na temelju danih podataka. Ovaj pristup podrazumijeva koristenje
racunalnih programa. Sljedeci pristup se odnosi na uspostavljanje veza medu mjer-

nim jedinicama i naziva se dimenzijski pristup. Teorijski pristup koristimo kada



na temelju poznatih informacija, dani problem mozemo povezati s matematickim
pojmovima. Navest ¢emo jos dva poznatija pristupa, a to su deterministicki i sto-
hasticki. Deterministicki pristup za modeliranje koristi jednadzbe ili skup jednadzbi
ili predvidanje nekog dogadaja, dok stohasticki za razliku od deterministickog pri
koristenju jednadzbi uzima u obzir i vjerojatnost da ¢e se neki dogadaj ostvariti.

1.2 Modeliranje kao cikli¢ki proces

Veé smo naglasili kako je modeliranje ciklicki proces u kojem svakodnevni pro-
blem zapisujemo na matematicki nac¢in. lako postoji mnogo razlic¢itih prihvacenih
ciklusa modeliranja pogledajmo jedan na Slici 2. i uo¢imo da svi mi kontinuirano
koristimo matematicke modele u rjesavanju svakodnevnih problema te da je ovom
slikom prikazana meduovisnost izmedu ljudi, stvarnosti i modela. Stvarajué¢i modele
mijenjamo stvarnost, ali isto tako stvarnost utjece na nas i modele koji ju navodno
opisuju. Na primjer, ako planiramo do kafi¢a koji je iza ugla, ne moramo razmisljati
o nacinu kako doéi do njega, ruta ve¢ postoji u nasem sjecanje kao model. Ali ako
idemo negdje prvi put, kao sto je to do novootvorenog trgovackog centra na izlazu iz
grada, onda ¢e nam trebati karta koja predstavlja model i pomoc¢u koje ¢emo shva-
titi kako do¢i do tamo. Ako tamo trebamo kupiti novu haljinu, mozda ve¢ imamo
model haljine koju smo vidjeli na reklami ili u ¢asopisu.

Model Stvarnost
\_/

Slika 2: Modeliranje kao ciklicki proces



Na nacin na koji opazamo stvarnost utjecu veé¢ postoje¢i modeli. Kao sto na
primjer u Setnji kada vidimo razli¢ite biljke i zivotinje prepoznajemo ih kao listo-
padno ili crnogoricno drvece, cvijece, ptice i tada koristimo nase znanje iz biologije
ili opée kulture o poznavanju biljaka i zivotinja Sto nekad ne mora ni biti toc¢no.

Uocimo kako postoji i strelica koja ide od modela prema ljudima sto znaci da i
modeli utjecu na ljude jer nam pomazu da neke stvari shvatimo na ispravan nacin.
Upravo je medicina primjer kako su vizualni modeli organa, bakterija ili gena do-
veli do velikog napretka u terapiji i dijagnosticiranju bolesti. Jedan element ciklusa
smo i mi ljudi koji imamo drugaciji pogled na stvarnost i medusobno razli¢itu sliku
stvarnosti kao Sto trgovac robom ima drugaciji pogled na kukuruz od poljoprivred-
nika koji ¢e zaraditi na njemu. Ljudi se kre¢u unutar okvira drustvene, ekonomske,
ekoloske i osobne stvarnosti, dok s druge strane, pokusavajuéi procijeniti i poboljsati
svoju situaciju sami utjecu na njega, a time i na stvarnost. Ovime smo potkrije-
pili da postoji i veza izmedu stvarnosti i ljudi. No, nigdje dosad nije spomenuta
matematika. Matematika, odnosno matematicko modeliranje da budemo precizniji,
dana je u istrazivanju. Istrazivacki izvjestaji iz razlicitih podrucja znanosti sadrze
matematicke formule i pozivaju se na koristenu matematiku kako bi opravdali svoje

rezultate i ispravnost koristenih metoda u istrazivanju.

Poboljsat ¢emo sliku ciklusa modeliranja prosirenjem komponente modela gle-
dajuéi ga kroz povecalo, kako bi bolje vidjeli ulogu matematike u modeliranju (Slika
3). Zelimo postaviti matematicki model izdvajajuéi podatke i strukture onih aspe-
kata stvarnosti koje smo zeljeli promijeniti. Uoc¢imo da ovdje nije prikazana jed-
nosmjerna struktura odozgo prema dolje prema kojoj mozemo modelirati stvarnost
po svojoj zelji, ovdje su veze visestruke. Kada odaberemo aspekte stvarnosti koje
zelimo uzeti u obzir, moramo prvo odrediti one koje se mogu opisati matematickim
izrazima jer su emocije, psiholoski ¢imbenici i pojedina¢no ljudsko ponasanje nepre-
dvidivi i mogu pokazati vidljivost ogranicenja smislenog matematickog modeliranja.
No, na kraju nase matematicko znanje ¢e odrediti sto je pogodno staviti u mate-
maticke pojmove. Primijetimo kako je na Slici 3. nekoliko ciklusa te bi ona trebala

prikazivati dinamiku modela.

Dobiveni bolji modeli ili novi ciljevi i promijenjena stvarnost trebaju nas pod-
sjetiti kako matematicko modeliranje moze potaknuti promjene koje mogu utjecati
na ljude. Jedna od moguéih posljedica je nastajanje novih modela. Cesto se nakon
izvrsenog modeliranja za prvi model, javljaju dodatna pitanja kako poboljsati mo-

del koriste¢i tocnije podatke, vise informacija ili ignoriranjem odredenih aspekata
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Slika 3: Detaljan ciklus modeliranja

pocetnog modela ili trazimo bolje matematicke modele. Nigdje nije zapisano koliko
ciklusa procesa modeliranja moramo napraviti kako bismo postigli zadovoljavajuéi
rezultat ili prije nego Sto napustimo model zbog nedostatka vremena, metoda ili
zbog nekih drugih razloga.

Modeliranje je otvoreni proces te mu se kao takvom ne moze predvidjeti kraj
(Slika 4.). Kre¢emo od nas ljudi (W;) koji zelimo nesto promijeniti. Postavljajuéi
model (M), izazvali smo posljedice koje utjecu na stvarnost (R;). Te posljedice uz
moguce druge motivacijske ¢cimbenike vode nas (W3) do poboljsanih modela (Ms)
koji takoder utjecu na stvarnost (Rs). Ne mozemo predvidjeti na pocetku kada ¢emo
mi (W,,) i na koji nac¢in zavrsiti nase napore (kod modela M,) poboljsavajuéi nase
razumijevanje stvarnosti i samu stvarnost (R, - posljednji od izmijenjenih koraka

stvarnosti).



Slika 4: Modeliranje ciklusa u perspektivi

1.3 Koraci matematickog modeliranja

Ako pricamo o koracima matematickog modeliranja ve¢ina ¢e odmah pomisliti
na sljedece ([25]):

1. Razumijevanje procesa i identificiranje problema.
2. Oblikovanje pretpostavki i matematicka formula:

(a) identificiranje i klasifikacija varijabli

(b) pronalazenje veze izmedu varijabli i pomo¢nih modela.
3. Postavljanje modela/rjesavanje modela.
4. Odredivanje valjanosti modela:

(a) Odnosi li se model na problem?
(b) Je li model smislen?

(¢) Isprobavanje modela s pomoé¢u realnih podataka.
5. Upotreba (implementacija) modela/interpretacija modela.

6. Poboljsavanje modela.



No, ovdje ¢emo se upoznati s jos jednim koracima modeliranja slicnim pret-
hodno navedenim, ali s aspekta primijenjene matematike u nastavi. Rijetkost je
da ucenici imaju pregled svojih matematickih znanja, da sami planiraju izracune
i odluce kojim metodama Ce se koristiti. Sami nastavnici su upravo ti koji im ri-
jetko dopustaju stjecanje iskustva obavljanjem takvih aktivnosti jer oni dolaze na
sat s unaprijed pripremljenim planom, objasnjavaju novo gradivo, ponavljaju veé
proucene algoritme ili upu¢uju ucenika na rjeSavanje odredenog problema u njiho-
vim udzbenicima. Pod pripremljenim planom mislimo na pripreme koje nastavnici
moraju imati i koje uglavnom provode na isti nacin bez priblizavanja stvarnim pro-
blemima. Uzmimo u obzir i da ako temu sata odaberemo na nacin na koji ¢e ucenici
moci primijeniti vlastito iskustvo, naucit ¢e djelovati na temelju vlastitih odluka sto
znaci da je matematicko obrazovanje pridonijelo razvoju njihovih Zivotnih vjestina.
Znamo da se ne moze svaki sat oblikovati na ovaj nacin, ali pozeljno ih je bar ponekad
imati.

Kada odluc¢imo modelirati neki svakodnevni problem prvo bismo trebali posta-
viti cilj koji je preduvjet za uspjesno modeliranje, iako se on moze mijenjati usput
nakon analize podataka i pocetnih izracuna. Mogu se naravno postaviti i neki pod-
ciljevi. Postavljanjem pitanja i zapisivanjem odgovora olaksavamo si odredivanje
cilja, no to nije sasvim jednostavno jer postavljena pitanja se mogu odnositi na
buduénost koju nije lako predvidjeti sto je tipican izazov modeliranja. Postavljanje
cilja je sastavni dio procesa ucenja jer trazi preciziranje ciljeva na temelju stecenog
znanja. Jasno odredeni ciljevi pomazu u donosenju odluke o daljnjem napredovanju
modeliranja te olaksavaju prikupljanje i filtriranje podataka potrebnih za njihovo
ostvarivanje sto nas dovodi i do sljedeceg koraka.

Za modeliranje su nam potrebni podaci i informacije o svakodnevnom pro-
blemu. Malo veé¢im istrazivanjem dolazimo do mnogobrojnih informacija i detalja
koje moramo filtrirati. Zelimo sve te informacije razvrstati u dvije skupine: vazno i
nevazno, a u tome nam pomaze postavljeni cilj modeliranja. Tu se vec¢ina ucenika
nade u problemima jer trebaju nauciti kako izdvojiti vazne informacije iz podataka
prikupljenih o svakodnevnom problemu kojeg modeliraju. Navikli su na zadatke u
udzbenicima koji ih upucuju u zeljenom smjeru te im je stoga lakse prevesti tako de-
taljne i precizne informacije koje imaju u matematicki zapis, formulu ili jednadzbu

nego preopsirne informacije koje dobiju iz stvarnih zivotnih problema.

Sljedeci korak je postavljanje i rjesavanje modela. Kako bismo postavili model

trebamo se usredotociti na ono vazno odnosno sto je u skladu s ciljem modeliranja



sto se razlikuje od onoga u udzbenicima gdje je sve ve¢ unaprijed odredeno. Pri
sastavljanju modela moramo paziti da postujemo fizikalne ili neke druge zakone.
Prije postavljanja modela mozemo smanjiti razinu slozenosti problema i zapoceti
s jednostavnijom verzijom cijelog problema. Razina slozenosti stvarnog problema
ostaje nepromijenjena. Naknadno je pozeljno povecati razinu slozenosti kako bismo

dosli do trazenog odgovora.

Nakon rjesavanja modela dobili smo odgovor za koji ne mozemo tvrditi da je
dovoljno dobar te pokazujemo to provjerom u stvarnosti jer se model i razvio iz
svakodnevnog problema. Zavrsetak modeliranja nije gotov dobivanjem prvog rezul-
tata nego odlukom koja se temelji na subjektivnoj procjeni vise rezultata dobive-
nih ponavljanjem ciklusa modeliranja. Cim saznamo ono §to smo htjeli s odgova-
raju¢im stupnjem preciznosti, zavrsavamo. Stupnjem preciznosti smatramo kompro-
mis izmedu postizanja ciljeva u razumnom vremenskom roku pomoc¢u matematickih

metoda i pouzdanosti dostupnih podataka iz stvarnosti.

Zadnji korak koji provodimo je analiza onoga sto smo otkrili. Ako smo dobili od-
govor na nas svakodnevni problem, onda shva¢amo da obrazovanje primijenjenom
matematikom moze rezultirati nekim promjenama na bolje ili gore ¢ime se poka-
zuje i povezanost matematickog obrazovanja sa stvarnoscu i svakodnevnim zivotom.
Svatko tko pristupa modeliranju svakodnevnog problema mora biti svjestan poslje-

dica i preuzeti odgovornost za njih sto je i vazan cilj obrazovanja.

Matematicko modeliranje i rjeSavanje problema iz svakodnevnog zivota su takoder
dijelovi matematike. Stvarni problem zahtijeva odredivanje ciljeva, istrazivanje, pri-
kupljanje i filtriranje podataka i na kraju modeliranje. Ovo se ne mora dogoditi
samo jednom, to je rad koji je u tijeku i koji ¢e se korak po korak priblizavati

postavljenom cilju.

2 DMotivacija za primijenjenu matematiku

Jedna od najvaznijih prednosti poucavanja stvarnih problema je motivacija koju
stvaraju nastavnici i ucenici promatrajuéi stvarnost oko sebe i dajuc¢i odgovore na
probleme iz svakodnevnog zivota. PokusSat ¢emo poblize objasniti kako promije-
niti misljenje ucenika o matematici i stavove nastavnika pri uvodenju primijenjene

matematike u nastavu.



2.1 Dugorocno pozitivna slika matematike

Tipi¢no ucenicko pitanje na satu matematike je: ,Zasto mi to moramo znati?“,
na koje im nastavnici odgovaraju da je tako propisano nastavnim planom i progra-
mom ili da ¢e to kasnije razumjeti Sto nije previse prihvac¢eno od ucenika jer im
nedostaje vise uvjerljivosti. Tesko je dati uvjerljive odgovore za svakog ucenika po-
jedinacno, ali moramo biti svjesni da je nesto pogresno ako vecina ucenika ne smatra
korisnim svoje obrazovanje u matematici. Jos gore je sto su takvog razmisljanja i
vecina odraslih osoba. Mnoga istrazivanja su i pokazala da odrasli imaju loSe znanje i
negativan stav prema matematici sto je uzrokovano konvencionalnim obrazovanjem.
Losa slika o matematici koja postoji u siroj populaciji je zabrinjavajuca i utjece na
same nastavnike. Ve¢ina nastavnika posvecuje mnogo truda, vremena i energije kako
bi Sto bolje objasnili gradivo koje predaju, ali slika o matematici ostaje nepromije-
njena. Maafl, O’Meara, Johnson, O’ Donoghue [15] vjeruju da se vise matematickih
znanja i vjeStina mogu nauciti i zadrzati na dugorocnoj osnovi uvodenjem malih
promjena u sate matematike te da je primijenjena matematika vazan korak u tom
smjeru. Nastavnici bi mogli zajedno s ucenicima rjeSavati svakodnevne probleme
jednom ili dva puta po polugodistu, nema smisla svaki sat odraditi na ovaj nacin.
Ali ovo je samo jedan od mnogih dijelova matematike na koji bi se ucenici trebali

naviknuti tijekom svojeg matematickog obrazovanja.

Da bi se promijenilo misljenje ve¢ine o matematici odnosno da bi razumjeli
bolje matematiku nuzno je njezino vece poznavanje tj. cijeniti da je matematika
raznovrsna znanost s vise razli¢itih grana i da je povezana s mnogim drugim zna-
nostima, zanimanjima i svakodnevnim zivotom. Matematika ima dugu povijest i
posebnu formalno-aksiomatsku metodologiju za razliku od drugih znanosti. Cilj
matematickog obrazovanja je da ucenici upoznaju matematiku zbog njezine jedins-
tvenosti i mnogostranosti koja ¢e im dati pozitivni pristup matematici. Generativno
razumijevanje matematike omogucuje ucenicima obnavljanje svojeg znanja i razvi-
janje vjestina rjesavanja zadataka. S druge strane, izvodenjem samo matematickih
operacija ogranicava se slika matematike i njezina pristupacnost, ali matematika
postaje i teze shvatljiva i manje dostupna ucenicima. Blum, Galbraith, Henn i Niss
[2] isticu da su se ovakva vrsta poducavanja pokazala neucinkovita sto dokazuje
losa raspolozivost i izvodenje mnogih od onih koji su ih dozivjeli. Zalaganjem za

uvodenje neceg novog, kao Sto je primijenjena matematika u nastavu matematike



mora se razmotriti i Sto bi se izostavilo sto dovodi do teske rasprave, ali bar broj
sati matematike uglavnom ostaje konstantan. Cilj rasprave je opseg predmeta koji
se treba prouciti.

Potrebna je temeljita promjena matematickog obrazovanja jer do sada nastava
matematike nije pokazala zeljene ucinke, unato¢ silnom trudu i naporu nastavnika
matematike. Prosjecna matematicka znanja i vjestine ucenika nisu onakvi kakvi bi-
smo htjeli da budu niti su dugotrajni. Rezultate dosadasnjeg obrazovanja mozemo
vidjeti kroz razli¢ite medunarodne ispite kao sto je PISA koji poti¢u poboljsanje ma-
tematickog obrazovanja diljem svijeta. Podsjetimo se kako sve sto radimo uzivajudi,
brzo obavimo. Tako bismo trebali i s matematikom, lako je nauciti ono sto nas
zanima te se treba vise fokusirati na motivaciju i pokusati drugacijim pristupom.
Slijed definicija - teorem - dokaz - primjena postaje obeshrabrujuéi i prisilan za
veéinu ucenika u skolama, uglavnom srednjim skolama, ali i za studente na fakul-
tetima. Umjesto zapoc¢imanja nastavne teme ili nastavne jedinice iz matematike
definicijom, predlazemo krenuti s motiviraju¢im i zanimljivim pitanjem ili proble-

mom iz svakodnevnog zivota.

2.2 Perspektiva nastavnika matematike

Nastavnici postavljaju pitanja o tome kakvu ¢e korist njihovi ucenici imati od
primijenjene matematike, kakvu korist oni kao nastavnici imaju sudjelovanjem te
koliko dodatnog posla ¢e dobiti pa se veé¢ dugi niz godina nastoje pronaéi odgovori
na njihova pitanja i raspravlja se o problemima motivacije kako za nastavnike tako
i za ucenike. Cak i najbolji argumenti ne mogu promijeniti ponasanje nastavnika
iako ih oni prihvacaju, ali potrebno ih je malo i ohrabriti. Neki nastavnici vec
primjenjuju primijenjenu matematiku ili ju Zele isprobati i nauciti o njoj pa nema
potrebe dodatno ih uvjeravati. S druge strane, nastavnici matematike koji godinama
predaju na konvencionalan nacin ne zele sudjelovati u obrazovanju primijenjene

matematika bez obzira na argumente.

E rime

european society for research in | [iiGthemasies) education

Slika 5: Logo od ERME-a
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Sto se ti¢e potpore za obrazovanje primijenjene matematike uvijek se moze nadi
na internetu, bar medu stranom literaturom. Iako postoje mnoge nacionalne ma-
tematicke organizacije i udruge koje pruzaju materijale za uporabu u skolama dos-
tupne na internetskim stranicama. Jedno takvo drustvo je i ERME - Furopean Soci-
ety for Research in Mathematics Education ¢iji je cilj omogucéiti razmjenu informacija
kako bi se povecala vidljivost i dostupnost europskih istrazivanja o matematickom
obrazovanju kako u Europi tako i u svijetu. Oni organiziraju tematske studije o
rjeSavanju problema, modeliranju i primjeni matematike kao sto to radi i ICME -
International Commission on Mathematical Education, najveéa medunarodna kon-
ferencija o matematickom obrazovanju koja se odrzava svake cetiri godine. Ovdje
svakako treba spomenuti i ICTMA - The International Community of Teachers of
Mathematical Modelling and Applications organizaciju za promicanje primjene i mo-
deliranja u svim podruc¢jima matematickog obrazovanja - osnovnih i srednjih skola,
fakulteta i sveucilista. [CTMA organizira medunarodnu konferenciju svake dvije go-
dine i odgovorna je za izdavanje kvalitetnih materijala i publikacija o modeliranju iz
matematike, ukljucujuéi i skolsku matematiku. Dodatni materijali za nastavu mogu
se naéi i na sljede¢im online stranicama: The Stepping Stones, MATHmodels.org,
Teacher package: Mathematical Modelling i mnoge druge.

Slika 6: ICTMA19 se ove godine odrzava u Hong Kongu ([13])

Neki nastavnici uzivaju poducavajuci prakticni dio jer s jedne strane ima ucenika
koji zapravo zele nauciti i motivirani su, dok s druge strane mogu nauciti vise o svi-
jetu u kojem zive. Modeliranjem i simulacijom mozemo vidjeti kako funkcionira
svijet i primijenjena matematika te se postize da ucenici zajedno sa svojim nastav-
nicima traze odgovore i dolaze do vlastitih zakljucaka. No, sve to ima svoju cijenu,
a cijena istrazivanja i proucavanja zahtijeva dosta dodatnog posla. Nekim nastav-
nicima ni to nije problem jer je i to dio posla kojeg vole, ali veéini nastavnika to
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predstavlja problem. Novi nastavnici mogu uz svoje pripreme sustavno proucavati
i lekcije primijenjene matematike te ih postupno uvoditi u svoju nastavu. Dodatno
vrijeme ulozeno u pripreme se moze nadoknaditi poducavanjem razreda gradiva koje
se nalazi u njihovoj zoni udobnosti koja ne zahtijeva puno vremena za pripremu. Ovo
predstavlja vise napora kod starijih nastavnika koji su smanjili svoje pripreme jer se
drze neke svoje rutine. lako veé postoje predlozene lekcije utemeljene na stvarnosti,
potrebno je uvijek malo vremena i truda da se prikupe informacije o temi i da se
prilagode razredu. Medutim, nastavnici moraju biti spremni uciniti nesto pozitivno

kako bi zajedno s ucenicima proveli zabavne sate matematike.

2.3 Savjeti za nastavnike

U ovom diplomskom radu dat ¢emo neke prijedloge koje nastavnici mogu pro-

vesti u sklopu svoje nastave.

Dubina ili Sirina
Nastavnici uglavnom odreduju sadrzaj koji ¢e obradivati tijekom nekog razdoblja
i utvrduju koja su rjesenja prihvatljiva, iako im to ni ne oduzima puno vremena
pogotovo ako jos koriste i zadatke iz udzbenika koja sadrze rjesenja. Dok s druge
strane, potrebno je puno vise napora za pripremu sata primijenjene matematike jer
se mnoge odluke kao sto je provedba jos jednog ciklusa modeliranja na osnovu no-
vih pretpostavki ili dobivenim podacima prepustaju ucenicima. Kada bi nastavnik
pokusao predvidjeti sva moguca pitanja i ideje ucenika te nastojao izracunati sve
rezultate, dodatno bi si otezao pripremanje sata. Zato bi bilo bolje da se nastavnici
usredotoce na preliminarna razmatranja, a zatim rade zajedno s razredom na mo-
delu pri ¢emu se mijenja njihova uloga u kojoj nisu vise odgovorni na pitanja koja se
odnose na sadrzaj i ne moraju na njih ni potpuno odgovoriti, ve¢ se usredotoce na
pomo¢ u pronalasku pitanja, odgovaranju na njih i pronalasku potrebnim informa-
cija. Za takvu pripremu treba se uzeti u obzir da matematika potrebna za sat mora
odgovarati nastavnom planu i programu, ali i da tema bude zanimljiva za ucenike,
s kojom se oni mogu povezati i pronac¢i motivaciju. Vazno je uz pomo¢ kurikuluma
razmotriti koje su matematicke metode potrebne za bavljenje odabranom temom da

se ne bi slucajno dogodilo koristenje matematike koja izlazi izvan skolskih razina.
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Upotreba postojecih materijala
Iskustva drugih nastavnika i raznovrsni prikladni ¢lanci mogu se pokazati izuzetno
korisnim za nastavnike matematike koji zele poducavati razrede primijenjenom ma-
tematikom. Veé smo i naveli neke web stranice na kojima se moze pronaci dodatnih
materijala za nastavu i prijedloga za trenutni sadrzaj sata, ali svaki nastavnik moze
do¢i do njih pretrazivanjem interneta sto mu stedi vrijeme jer za razliku od kre-
tanja od pocetka, sada mora samo prilagoditi prijedlog vlastitom razredu. Iako i
prilagodba moze biti dodatni posao, ali tu se mogu ukljuciti i ucenici tako sto ¢e na
primjer nabaviti trenutne podatke o izabranom prijedlogu. Takoder bi bilo pozeljno
kada bi i sami nastavnici koji su ukljucili primijenjenu matematiku u nastavu podi-

jelili ostalima svoje materijale i iskustva.

Medusobna suradnja nastavnika
I dosada su nastavnici matematike u skolama uspjesno suradivali bilo da se radi o
nastavnicima iz istih ili razlicitih skola. Svaka suradnja moze zapoceti s ne¢im ma-
njim pa razvijanjem zajednickih interesa dolazi do sve bolje i kvalitetne suradnje.
Postoje i mnogi kontinuirani edukacijski programi i stru¢ni skupovi za nastavnike
koji zele poboljsati matematicko obrazovanje te bi jedna od njihovih tema mogla
biti i primijenjena matematika u nastavi koju mogu prezentirati nastavnici koji su

je ve¢ koristili na nastavi.

Otkrivanje novih problema
Zanima nas do kakvih novih otkri¢a u matematickom obrazovanju mogu do¢i nas-
tavnici zajedno sa svojim ucenicima ako su sve definicije i teoremi kojima se bavi
matematicko obrazovanje odavno otkriveni i dokazani. Obrazovanje primijenjenom
matematikom je tu u prednosti jer uvijek postoje nova otkri¢a koja mogu biti pred-
stavljena na drugaciji nacin od nacina na koji ga je ve¢ netko modelirao. Svaki mo-
del stvarnog problema je nova tvorevina, otkrice ili konstrukcija necega nepoznatog.
Samo matematicko modeliranje nije ponavljanje postupaka s poznatim algoritmima
ve¢ osmisljavanje i oblikovanje svijeta na kreativan nacin, ali kako su matematicka
istrazivanja nadmasila razinu skolske matematike, modeliranje je izgubilo takva obi-
ljezja. Stoga i to moze biti jedan od razloga zasto se matematika u skolama bas i ne
¢ini privlacnom. Kako bi matematiku dozivjeli na bolji nacin odnosno kako bi nesto
modelirali, prvo treba odrediti prikladnu temu koja se moze nadi ¢itanjem casopisa

ili pregledavanjem interneta koji sadrze brojne grafikone ili nekakve statistike pri
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¢emu treba biti i oprezan. Sve vrste medija koriste statisticke podatke na nac¢in na
koji njima odgovara, odnosno pokazivajuéi ono sto je autor teksta htio reé¢i pritom
ne koristeé¢i neutralan prikaz stvarnih podataka.

Za koristenje nastavnih materijala iz tiskanih i digitalnih medija, postoje dva
dodatna pristupa za pronalazenje odgovarajué¢ih problema u razredu. Jedan od njih
se naziva Fermi - problem ¢ije rjesenje ukljuc¢uje mnozenje niza procjena koje daju

tocan odgovor, ako su procjene tocne. Pogledajmo na sljede¢em primjeru:
Primjer 1. Koliko ljudi na svijetu koristi mobilni telefon u bilo kojoj minuti?

Rjesenje: Pretpostavimo da % ljudi u svijetu ima mobilne telefone i da na svijetu

ima oko 7 milijjardi ljudi. Onda na svijetu ima
9.3 9 7
7-10 -125.25-10 = 525-10

ljudi koji koriste mobilni telefon. Ljudi dnevno provedu otprilike 5 sati na mobilnom
telefonu sto znaci da ga koriste % minuta u jednom danu. Ako pomnozimo broj ljudi
koji imaju mobilne telefone s brojem minuta provedenim na mobilnom telefonu u
jednom danu dobit ¢emo grubu procjenu koliko ljudi na svijetu koristi mobilni telefon
u bilo kojoj minuti.

5
535« 107 « 1 = 1 093 750 000

Oko 1 093 750 000 ljudi koristi mobilni telefon tijekom bilo koje minute.

Dakle, kre¢emo s nekoliko pretpostavki i zavrsimo s nevjerovatno bliskom pro-
cjenom pravog odgovora. Ovaj pristup pomaze u treniranju procjenjivanja, ali i
nastavnici ga mogu koristiti kao motivaciju. Drugi pristup je koncept matematickih
ociju koji je nastao kao dio istrazivanja Irca Terrya Maguirea i koji primjecuje ma-
tematiku svugdje oko nas. Na temelju toga je nastalo natjecanje Maths Eyes Com-
petition gdje ucenici salju fotografije matematike u svijetu oko njih.
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r Concentric circles
Axial symmetry

Slika 7: Slika poslana na Maths Eyes Competition

Procjena napretka ucenika
Nakon ukljucivanja primijenjene matematike u nastavu, treba provjeriti kako se to
odrazava na ucenike mozda ¢ak i povecanjem njihovih kompetencija. Maass i [15] su
tijekom potrage za manje vremenski zahtjevnim metodama procjene i na¢inima pre-
liminarne procjene, naisli na prijedlog koji je razvijen tijekom projekta LEMAMOP
(Learning Opportunities for Mathematical Reasoning, Modelling and Problem Sol-
ving) koji izbjegava prera¢unavanje ili procjenu prikazanog izracuna veé se temelji

na pretpostavkama modeliranja. Pokazat ¢emo to na sljede¢im primjerima.

Primjer 2. Problem sa semaforom
Petar mora proci tri semafora na putu do Skole. Semafori prikazuju zelena i crvena

svjetla u razlicitim trajanjima:
e 1. semafor: 25 s zeleno, 65 s crveno
o 2. semafor: 30 s zeleno, 60 s crveno

e 3. semafor: 15 s zeleno, 75 s crveno.
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Lzracunajte vierojatnosti za sljedece dogadaje:
e Petar ne nailazi na crvena svjetla tj. sva svjetla su zelena.
e Petar nailazi na 2 crvena i 1 zeleno svjetlo.

Rjesenje: Ovakva situacija se Cesto modelira pomoc¢u dijagrama stabla, ali to je

samo jedan od niza mogucih rjesenja.
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Slika 8: Dijagram stabla

Primjer 3. Problem bojanja
Cetiri radnika trebaju tri dana da obojaju zidove skole. Koliko dana ce trebati ako

zidove boja 10 radnika?

Rjesenje: Ucenik svoje rjesenje moze dati sljedecom tablicom.

Broj radnika | Broj dana
4 3
1 12
10 1.2

Tablica 1
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Ovo su primjeri povezivanja matematike sa stvarnoséu, sto omogucuje dugotraj-
nije ishode uc¢enja u matematickom obrazovanju. Susretanjem s ovakvim tipovima
zadataka, ucenici ne bi vise trazili razloge zbog kojih trebaju uciti matematiku, vidi
se iz primjera da doprinosi ucenju za zivot. S obzirom da se primjeri mogu rijesiti
na vise nacina, na nastavniku je da odluc¢i na koji nacin ¢e ocijeniti i koje rjeSenje
¢e priznati.

Nastavnici bi se trebali koncentrirati na procese modeliranja svojih ucenika
koriste¢i niz tehnika kao Sto su ispitivanje, promatranje, prezentacija ili povratna
informacija. Formativni pristup vrednovanju usredotocuje se na ucenje ucenika,
dok sumativno vrednovanje usredotoceno je na ocjenjivanje. Sumativni pristup za
procjenu napretka ucenika podijeljen je na pristup koji se usredotocuje na procese
modeliranja i pristup koji se temelji na razli¢itim komponentama kao sto je razu-
mijevanje problema, definiranje i rjesavanje matematickog modela, vrednovanje i

tumacenje rjesenja i analiza rezultata.

3 Zadaci izvedeni iz svakodnevnih pojava

3.1 Najbolja tarifa za mobilni uredaj

3.1.1 Matematicko modeliranje tarifa za mobilni uredaj

Zivimo u modernom dobu u kojem svaka osoba ima svoj mobilni uredaj kojeg
zeli koristi na najbolji mogué¢i nacin, tj. tako da svoju koristenu tarifu iskoristi
maksimalno. Kako bismo mogli modelirati ovaj problem prvo moramo definirati
vlastite ciljeve npr. manja potrosnja na racunu, odrediti sto ¢e biti glavni utjecaj
na racun - pozivi, poruke ili mobilni podatkovni promet, dodatne usluge. Cilj ¢emo
odrediti tako da prikupimo podatke o nasoj potrosnji tijekom nekog vremenskog
razdoblja i vidimo na Sto tocno najvise trosimo. Vecina bi se sad sigurno zapitala
koliko daleko treba i¢i s pregledom racuna, ali to ovisi o svakoj osobi pojedinac¢no.
Ukoliko se zelite zadrzati na svakodnevnoj upotrebi, onda su dovoljni i rac¢uni za
posljednjih nekoliko mjeseci. U suprotnom morate razmisliti zelite li promijeniti
trenutnog davatelja usluga, promijeniti mobilni uredaj, promijeniti ugovor i sli¢no.
Morate pretpostaviti vase buduce ponasanje kao korisnika sto nije nimalo lako. Iako
koristimo razne usluge na mobilnom uredaju, odlucili smo se da nam glavni utjecaj

na racun ima jedna od najces¢ih koristenih usluga kao sto su pozivi.
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Pronalazimo tri vrste tarifal za upuéivanje poziva: Neogranicena od 249 kn/mj
koja ukljucuje 5 000 minuta besplatnih poziva izvan mreze i fiksnu cijenu po po-
zivu (1.09 kn/min) nakon potrosenih besplatnih minuta, Najbolja L od 199 kn/mj
koja takoder ukljucuje isto Sto i prethodna tarifa i Najbolja M od 149 kn/mj
koja ukljuc¢uje 1 000 minuta besplatnih razgovora izvan mreze i fiksnu cijenu (1.09
kn/min) po pozivu nakon potrosnje iskoristenih minuta. Uoc¢imo da prve dvije
tarife nude isto za razlic¢itu cijenu, ali kasnije ¢emo vidjeti da se razlikuju u podat-
kovnim podacima. Matematicari bi odmah uocili da tarife se mogu zapisati kao po
dijelovima linearne funkcije te bi razmisljali o grafu funkcije, analiziranju grafa ili
rjesavanju linearnih jednadzbi, ali ucenicima to nece biti odmah vidljivo jer nisu
naviknuti na izdvajanje informacija i podataka iz dosta opseznih tekstova o tari-
fama ili ra¢unima te im mozemo pomo¢i tako da im predlozimo stvaranje tablice
vrijednosti i grafikona. Ucenike mozemo staviti i u grupe (najvise 4) $to je korisno
i iz pedagoske perspektive. Tijekom njihovog rada mozemo uociti koji se problemi
pojavljuju. Svaka grupa bi trebala izracunati mjesecne naknade za sve tarife uz pret-
postavku razgovora od 1 h do 84 h mjese¢no, umetnuti vrijednosti u tablicu ( Tablica
2) 1 izraditi grafikon na temelju tih informacija koji bi trebao izgledati sli¢cno ovome
dolje (Slika 9). Primijetimo da racunamo do 84 h zato $to su nakon 83 h sve tarife

potrosile svoje besplatne minute sto bi i sami ucenici znali odrediti.

Sati ‘ Neogranic¢ena ‘ Najbolja L ‘ Najbolja M

0 249 kn 199 kn 149 kn
1 249 kn 199 kn 149 kn
2 249 kn 199 kn 149 kn
16 249 kn 199 kn 149 kn
17 249 kn 199 kn 170.8 kn
83 249 kn 199 kn 4 487.2 kn
84 292.6 kn 242.6 kn 4 552.6 kn

Tablica 2: Cijene pojedinacnih tarifa po iskoristenim satima za pozive

!Tarife preuzete s web stranice Hrvatskog Telekoma [10]
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Uocimo da svaku ovu tarifu mozemo zapisati kao funkciju

249, x < 5000
In(z) =
249 + (l’ — 5000) -1.09, x > 5000,

fr(z) =

199, = < 5000
199 + (z — 5000) - 1.09, = > 5000,

149, x < 1000
fu(z) =
149 + (z — 1000) - 1.09, z > 1000,

pri cemu z predstavlja broj potrosenih minuta poziva, a vrijednost funkcije u x
predstavlja cijenu s obzirom na tarife. Funkcija fy odgovara prvoj tarifi odnosno
Neogranicenoj, fr odgovara Najboljoj L, a fy; odgovara Najboljom M. Ucenici bi
sami trebali shvatiti da njihovi grafikoni zapravo predstavljaju grafove ovih funkcija
te bi mogli sami algebarski zapisati funkcije na temelju njihovih grafova.

Kao sto smo ve¢ i naveli, gornje navedene funkcije su po dijelovima linearne
funkcije. Ako promatramo samo funkcije fy i fa trebali bi uociti kako se jedna
funkcija iz druge moze dobiti za odredeni pomak tj. fy = 50 + fa.

Na temelju grafikona mozemo zakljuciti koja tarifa je najjeftinija s obzirom na
trajanje obavljenih poziva, ali u¢enici mozda ne uspiju u tome te im pripomognemo

sljede¢im pitanjima ([15]):
1. Koja je svrha pravljenja tablice i grafikona u ovom modeliranju?
2. Pruzaju li nam oni informacije koje trazimo?
3. Koju biste tarifu preporucili na temelju vremena koje se trosi na pozive?

4. Pruzaju li nam tablica i grafikon dovoljno precizne podatke? Ako ne, kako

mozemo dobiti preciznije vrijednosti?

Zajedno s ucenicima trebamo zakljuciti sljedece:

1. Promatrajuéi tablicu i grafikon mozemo lako odrediti koja je tarifa najbolja
za nekoga tko razgovara odredeni broj sati na mobilnom uredaju. S druge
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Slika 9: Grafikon cijena pojedinacnih tarifa po satima

strane, odredeno prosjecno vrijeme do kojeg mozemo doéi racunajuci pro-
sjek prethodno nekoliko mjesecnih racuna, nije mjerna jedinica. No, korisnik
takoder moze smanjiti svoje pozive na temelju novih informacija ili prije¢i na

drugu tarifu koja mu bolje odgovara.

Naravno da nam pruzaju, svakom korisniku je vazno odabrati tarifu s najma-

njom cijenom za odredeno vrijeme razgovora mjese¢no koje mu je potrebno.

Iz grafikona mozemo vidjeti da bi tarifa Najbolja M bila najbolja ukoliko raz-
govaramo do 17.43 h/mjesecno, nakon 17.43 h/mjesecno trebali bi odabrati

tarifu Najbolja L ukoliko u obzir uzimamo samo pozive. Iz Tablice 2 mozemo
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vidjeti da nikako ne bismo trebali koristiti tarifu Najbolja M ukoliko razgova-

ramo preko mobilnog uredaja vise od 18 sati mjesecno.

4. S obzirom da smo istrazili tarife samo jednog operatera mogli bismo zadati
ucenicima da oni to isto naprave s drugim operaterima kako bi preciznije odre-
dili sto najbolje odgovara korisniku. Takoder, mozemo zadati ucenicima da
sami zamisle neku imaginarnu osobu kao sto je npr. menadzer nekog poznatog

benda ili prodava¢ u trgovini te da izracunaju njihov imaginarni trosak.

Pronasli smo tri tarife, usporedili ih koristeci tablicu vrijednosti i grafove nji-
hovih funkcija i odredili koja tarifa je najbolja s obzirom na pozive. Za korisnike
koji rijetko pozivaju ociti izbor je tarifa Najbolja M, dok bi ostali trebali razmisliti
i o drugim pogodnostima koje nude te tarife, ali ako im je najcesce koristena usluga
upravo pozivi onda ako biraju izmedu dvije tarife koje nude isto (Sto se tice poziva)
najbolji izbor je izabrati onu jeftiniju.

3.1.2 Poboljsanje modela

Promotrimo sto bi se dogodilo ukoliko uspijemo prekoraciti dodijeljene bes-
platne minute razgovora ponudene u tarifama. Za pocetak se treba informirati o
pravilima zaokruzivanja telekomunikacijske kompanije tj. dolazi li do zaokruzivanja
na kraju mjeseca ili nakon svakog pojedina¢nog poziva. Kako bi ucenici to shvatili,
zabiljezit ¢e trajanje svojih zadnjih deset poziva. Pretpostavimo da su nam dostupni
sljede¢i navedeni podaci u donjoj tablici.

Pozivi ‘ Trajanje
1 2 min 20 s
53 s
5 min 37 s
34 s
49 s
11 min 37 s
1 min 4 s
3 min 12 s
1 min 22 s
6 min 18 s

O 00| | O O = W DN

—_
)

Tablica 3: Podaci za trajanje poziva
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Na temelju ove tablice trazit ¢emo ucenike da nam kazu koliko su ukupno
trajali pozivi i koliko ¢e minuta biti napla¢eno na temelju pravila zaokruzivanja

telekomunikacijske kompanije.
140 + 53 + 337 + 34 + 49 4+ 697 + 64 4+ 192 4 82 4 378 = 2 026

Zbrajanjem svih poziva dobijemo kako su pozivi trajali 2 026 = 33 min i 46 s.
Ukoliko dolazi do zaokruzivanja na kraju mjeseca, naplacuju se 34 minute, a ako se
zaokruzuje nakon svakog poziva onda se naplacuje

3+1464+1414+1242444-24-T=439

minuta sto dovodi i do poveé¢anja racuna. Cilj ovog poboljsanog modela je pokazati
kako se svakodnevni problem moze razviti u matematicki koji zahtijeva analizu funk-
cija sto ¢emo i pokazati, ali prvo ¢emo shvatiti kako pravila zaokruzivanja povecavaju
racun. Ako imamo dvije osobe koje zele napraviti 10 poziva koji ¢e trajati jednu
minutu i jedna osoba uvijek to uspije, dok druga prekine poziv nakon 1 minute i 1
sekunde. Prva osoba ¢e morati platiti 10 minuta razgovora, dok ¢e druga 20 minuta,
iako su joj pozivi trajali samo 20 sekundi dulje. Trebamo imati na umu da krace
pozive koji prelaze minutu za nekoliko sekundi placamo vise nego dulje pozive.
Vratimo se sada na nase podatke iz Tablice 3 i prikazimo ih na grafikonu koji
¢e prikazati naplacene minute uz pravilo da se zaokruzivanje odvija na kraju svakog
poziva (Sto je zapravo i pravilo Hrvatskog Telekoma). Na z-osi su pozivi koji su

uzastopno numerirani, a na y-osi su zbrojene napla¢ene minute.

25
20
15
10
a1
, m 1
il 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Broj poziva

Tarifna jedinica

Slika 10: Grafikon numeriranih tarifnih jedinica koje se napla¢uju
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Pogledajmo sto ¢e se dogoditi ako gornju stranicu pravokutnika zamijenimo s
tockama i povuéemo pravac trend liniju? tj. pravac na grafikonu kojeg ée te tocke
pratiti. Za prosjecno vrijeme razgovora sto iznosi nesto vise od 3 s obzirom na
Tablicu 3, pravac pokazuje da se mora platiti priblizno 4 tarifnih jedinica po pozivu.
Sada mozemo na temelju ovih informacija i informacija o broju obavljenih poziva
odluciti koja je tarifa najjeftinija. Mozemo uzeti i generirati 10 sluc¢ajnih poziva
i analizirati te ¢emo shvatiti da redoslijed kojim se pozivi obavljaju nije vazno.
Razvrstavsi ih po njihovom trajanju dobit ¢emo linearnu funkciju kao rezultat sto

olaksava identificiranje troskova ([15]).

N N W w B H
o v O w o (V2]

Tarifna jedinica

[any
w

Broj poziva

Slika 11: Trend linija

Nakon sto smo uzeli u obzir i pravilo zaokruzivanja poziva nakon potrosenih
besplatnih minuta mozemo zakljuciti da i ono utjece na povecanje ukupnog racuna

kao i vrijeme razgovora.

3.1.3 Podaci

Pravilo zaokruzivanja (za kojeg smo ve¢ vidjeli kako utjece na racun), troskovi
prilikom sklapanja novog ugovora, novi mobilni uredaj, trajanje ugovora, dostupnost
mreze, cijena drugih usluga kao sto su poruke ili podatkovni podaci takoder utjecu na

racun. Sada ¢emo vidjeti kakav utjecaj na racun imaju mobilni podatkovni podaci

2Pravac kojim se pokazuje ponasanje skupa podataka kako bi se utvrdilo postojanje odredenog
uzorka
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uz pozive te ¢emo samo postaviti matematicki model. Ovdje ¢emo koristiti funkcije
s dvije varijable, jedna varijabla predstavlja pozive, druga varijabla podatkovne
podatke, sto nije u redovnoj nastavi, no moze se napraviti u sklopu dodatne nastave
ili na razlicitim radionicama za one koji zele znati vise.

Opet imamo tri tarife preuzete sa web stranice HT-a:

e Neograni¢ena - neograniceni internet, 5 000 besplatnih minuta i 1.09 kn/min

uz prekoracenje po cijeni od 249 kn,

e Najbolja L- 10 GB besplatnog interneta, 5 000 besplatnih minuta i 1.09 kn/min

uz prekoracenje po cijeni od 199 kn,

e Najbolja M - 5 GB besplatnog interneta, 1 000 besplatnih minuta i 1.09 kn/min
uz prekoracenje po cijeni od 149 kn.

Ukoliko korisnik iskoristi definiranu koli¢inu podatkovnog prometa, dolazi do sma-
njenja brzine prijenosa podataka koja ¢e se primjenjivati sljede¢a 24 sata. Nakon
isteka tog perioda nec¢e modi koristiti internet do kraja obracunskog razdoblja, osim
u slucaju da si aktivira podatkovnu opciju ([10]) Sto zapravo znaci da korisnik ne
moze nesvjesno povecati racun na temelju podatkovnih podataka. Mozemo zapisati
gore navedene tarife u algebarskom obliku pa dobivamo

fo(@g) = 249, = < 5000 Yoy >0
199, x < 5000
x, = 7 - Vg O’
fL( y) {199 + (:E _ 5()0()) -1.09, x > 5000 =
149, = < 1000
o _ y TS Vy>0
fu(z,y) {149 + (¢ — 1000) - 1.09, z > 1000 =

S obzirom na ove podatke ne mozemo donijeti ispravnu odluku i zakljucili bi
isto kao i za pozive, ali mogla bi se gledati potrosnja interneta unazad par mje-
seci i po tome odrediti koja je tarifa najbolja. No, Sto da korisnik i nakon is-
teka ponudenih podatkovnih podataka moze ih trositi po nekoj fiksnoj cijeni ili da
prosirimo trenutni model odlukom o kupnji novog mobilnog uredaja ili promatramo
cijene medunarodnih poziva, dobili bi funkcije s viSe varijabli i njihove prikaze u

ve¢im dimenzijama, $to nije predvideno ucenicima u srednjoskolskom obrazovanju.
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Na kraju mozemo zakljuciti kako nam je matematika pomogla rijesiti svakod-
nevni problem o izboru mobilne tarife, ali naravno da odluka ovisi i o subjektivnoj
procjeni svakog korisnika. Pokazali smo kako se model moze dodatno prosiriti, ali
ostajemo na razini srednjoskolske matematike. Vazno je napomenuti i da Hrvatski
Telekom, telekomunikacijska kompanija ¢ije smo tarife koristili u modeliranju, oba-
vjeStava svoje korisnike o isteku besplatnih minuta i podatkovnih podataka te stoga

korisnici i sami utjec¢u na svoj racun.

3.2 Kojim putem iéi?

Ako zelimo putovati negdje gdje dosad nismo bili, koristimo razlic¢ite naviga-
cijske sustave koji cesto nude vise od jedne moguce rute i tu nam moze pomoci
matematika pri odredivanju najprikladnije rute. Osim sto uvijek zelimo da dodemo
u najkra¢em vremenskom razdoblju do odredenog mjesta, mozemo u obzir uzeti i
druge faktore kao $to su izbjegavanje placanja cestarine i prelazak granice (ukoliko
je to moguée), kupnja na putu, uzivanje u ljepotama krajolika kojim se prolazi i
mnoge druge stvari. Uzimajuéi to u obzir, modeliranje postaje slozenije.

Nastavnici mogu ovakav tip problema dati svojim ucenicima da odrede kojim
putem ce brze sti¢i do odredenog mjesta. Vecina ucenika tijekom skolovanja idu na
ekskurzije pa se mjesto gdje ucenici idu moze uzeti kao odrediste. U ovom slucaju
je nastavnik taj koji je odredio cilj, a to je sti¢i do odredenog mjesta u najkracem
vremenu dok ¢ée ucenici istrazivati podatke potrebne za modeliranje. Pretpostavit
¢emo da su ucenici neke osjecke skole odlucili i¢i u Zadar na ekskurziju i zele odrediti
kojim putem ¢e do¢i najbrze. Kako bi dobili moguée rute puta mogu se koristiti
Google Karte [8] koje daju sljedeca tri prijedloga rute (Slika 12):

1. Kretati se cestom E73 juzno prema Sredancima gdje se prelazi na autocestu
A3 do Zagreba prema ¢voru Lucko nakon kojeg se treba ié¢i cestom E65 prema
Karlovcu. Drzavnom cestom D1/D6 kreé¢uéi se prema jugu prikljucuje se na
cestu D522 koja vodi do A1/E71. S autoceste Al se silazi prema Jadranskoj
Magistrali/D8 koja vodi do Zadra.

2. Kretati se cestom E73 u smjeru sjeverozapadu gdje se prelazi na drzavnu cestu
D34 koju treba pratiti do prijelaza na cestu D2 do Durdevca. U Durdevcu
nastaviti po drzavnoj cesti D43 u smjeru jugozapada prolazeci cestama D28,
D12, D10 do prikljucéenja na cestu E65 koja prolazi kraj Karlovca do ceste
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E71/A1. S te ceste se silazi prema Jadranskoj Magistrali/D8 koja vodi prema
Zadru.

3. Kretati se cestom E73 juzno prema Sredancima gdje se prelazi na autocestu
A3/ET0 s koje ¢e se prijeéi na E65 prema ¢voru Lucko. S ceste E65 prijeéi na
cestu E71/A1 koja vodi do Jadranske Magistrale/D8. Jadranskom Magistra-
lom kretati se u smjeru jugozapada i dolazi se do Zadra.
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Slika 12: Prikaz moguéih ruta od Osijeka do Zadra [8]

Nakon pronalaska predlozenih ruta, ucenici bi trebali detaljno prouciti rute
navodedi vrijeme putovanja, prijedenu udaljenost i probleme na koje mozda nailaze

na tim rutama. Pogledajmo kako to izgleda na ovom primjeru:

e 1. rutom treba prijeéi 547 km do Zadra i prema [8] potrebno je 6 sati i
4 minuta putovanja automobilom i plac¢a se cestarina sto nece biti problem

jer uglavnom svi autobusi imaju elektricnu propusnicu. Ono $to bi moglo
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predstavljati problem su gradevinski radovi na cesti prilaz Veceslava Holjevca
juzno od Karlovca, ali ako se odabere ovaj put, prije polaska se jos moze

provjeriti stanje radova.

e Ova ruta je duga 555 km i putovanje automobilom traje 6 sati i 39 minuta. |
ovdje se takoder plac¢a cestarina.

e Posljednja ruta je duga 563 km i potrebno je 5 sati i 31 minuta putovanja

automobilom te se i ovdje plac¢a cestarina.

Uocimo da ovakve odluke donosimo svakodnevno bez previse razmisljanja. Mozda
bi ucenici mogli zapitati zasto sad to racunaju ako im je ponudeno priblizno vri-
jeme dolaska, tada ih se treba upozoriti kako su informacije koje su pronasli odnose
na putovanje automobilom, a oni ¢e kao grupa ucenika putovati autobusom kojima
¢e sigurno trebati vise vremena. Udaljenost izmedu dva mjesta ostaje ista (ovisno
kojim putem isli) putovali automobilom ili autobusom, ali se uvijek moze provjeriti
koristec¢i drugi navigacijski sustav ili racunanjem udaljenosti koriste¢i kartu, stoga

¢emo prihvatiti predlozenu udaljenost i izracunati vrijeme voznje.

Nastavnici trebaju navesti ucenike da trebaju informacije o brzini autobusa
ovisno kojom vrstom ceste putuju - autocestom, cestama izvan naselja i cestama
u naselju, ali takoder da i iz pronadenih ruta moraju odrediti pribliznu duljinu
odredene vrste ceste. Ogranicenja kojih se vozaci autobusa moraju drzati su ([21]):

e 100 km/h na autocesti
e 80 km/h na cesti izvan naselja
e 50 km/h na cesti u naselju.

Promatrajuci nase moguce rute dolazimo do podataka kako se nasa prva ruta otpri-
like sastoji od 347 km autoceste, 175 km ceste izvan naselja i 25 km ceste u naselju.
Druga ruta sastoji se od priblizno 256 km autoceste, 199 km ceste izvan naselja i 100
km ceste u naselju. Posljednja ruta aproksimativno se sastoji od 530 km autoceste,
20 km ceste izvan naselja i 13 km ceste u naselju. Uoc¢imo kako je ovdje autocesta
cak 93% cijelog puta.

Sada ¢emo izracunati koliko vremena potrosimo na odredenu vrstu ceste s ob-

zirom na ogranicenu brzinu na toj cesti koriste¢i proporcionalnost. Ucenici mogu
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to rijesiti i na neki drugi nac¢in. Pokazat ¢emo to na primjeru prve rute u kojoj
imamo 347 km autoceste po kojoj bi autobus trebao i¢i 100 km/h, 175 km ceste
izvan naselja po kojoj bi trebao i¢i 80km/h i 25 km ceste u naselju po kojoj se smije

i¢i 50 km/h.
1h 100 km
xh 347 km

Odgovarajuce velicine stavljamo u omjer.

1:2=100: 347
100 = 347 / : 100
z = 3.47 h = 208.2 min

Ali rjesenje se moze dobiti i na drugaciji nacin racunajuéi prvo da je potrebno
60 _
100 —

minuta da se prijede 347 km.

0.6 minuta da se prijede jedan kilometar i onda je potrebno 347 - 0.6 = 208.2

1h 80 km
xh 175 km

=1:2=80:175
80z =175/:80
r = 2.1875 h = 131.25 min

1h 50 km
rh 25 km

=xil=25:50
S0w=25 /: BO

xz%hziﬂ@min

Na analogan nacin se izracuna vrijeme i za ostale rute. Sve dobivene rezultate
¢emo zabiljeziti u Tablici 4. Na temelju dobivenih rezultata potvrdili smo pretpos-
tavku da ¢e autobusu trebati duze vremena nego automobilu, alii da je treéi prijedlog
rute najbolja opcija s obzirom na vrijeme. To smo zapravo mogli i oc¢ekivati s obzi-

rom da se gotovo cijeli put ide autocestom kojom autobus ide 100 km/h. Nastavnici
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bi u svojem razredu takoder trebali prokomentirati rezultate. Mozda njihovi ucéenici
dobiju ¢ak bolje rezultate nego Sto je predlozeno te bi se i tome trebalo raspraviti, ali

vazno je da ucenici shvate kako dozvoljena brzina moze utjecati na vrijeme voznje.

Dozvoljena brzina autobusa
Autocesta 100 km/h
Cesta izvan naselja | 80 km/h
Cesta u naselju 50 km/h
1. ruta Udaljenost Vrijeme vozZnje
Autocesta 347 km 208.2 min
Cesta izvan naselja 175 km 131.25 min
Cesta u naselju 25 km 30 min
Ukupno 547 km 369.45 min ~ 6 h i 10 min
2. ruta Udaljenost Vrijeme vozZnje
Autocesta 256 km 153.6 min
Cesta izvan naselja 199 km 149.25 min
Cesta u naselju 100 km 120 min
Ukupno 555 km 422.85 min ~ 7 h i 3 min
3. ruta Udaljenost Vrijeme vozZnje
Autocesta 530 km 318 min
Cesta izvan naselja 20 km 15 min
Cesta u naselju 13 km 15.6 min
Ukupno 563 km 348.6 min ~ 5 h i 49 min

Tablica 4: Rezultati racunanja ukupnog vremena voznje

3.3 Bojanje ucionice

Svaka zgrada ili ku¢a mora se kontinuirano odrzavati i renovirati pa tako i
skole. Sto se tice renoviranja skole, mislimo na bojanje unutrasnjosti skole, ucionica
i hodnika. Nastavnici bi mogli iskoristiti to i zajedno s ucenicima odrediti koliko
boje je potrebno da bi se obojala matematicka ucionica. Pri rjeSsavanju ovog zadatka
treba naglasiti uc¢enicima kako je vazno da cijeli prostor dobro izmjere jer u slucaju
da pogrijese moze se kupiti previse ili premalo boje. S druge strane, potrebna im
je 1 informacija da za bojanje povrsine od jednog kvadratnog metra je potrebno % 1
boje ([5]). Kako bi svi ucenici sudjelovali u zadatku pozeljno ih je podijeliti u manje
grupe.
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Nije dovoljno samo izmjeriti Sirinu, duzinu i visinu uc¢ionice koju mozemo pois-
tovjetiti sa kvadrom, moraju se takoder odrediti i povrsine koje se ne trebaju obojati.
Logi¢no je da se drveni pod i predmeti poput prozora, vrata, lustera i slicno tome
ne bojaju, a da se skolske klupe i ormari mogu pomicati. Podrucje koje se boja
moze se odrediti oduzimanjem od oplosja ucionice povrsine koje se ne bojaju. Sve
to ucenici moraju uzeti u obzir. Kako bi se na kraju mogli usporediti rezultati,
ucenici bi trebali zabiljeziti sva mjerenja kao sto je navedeno u Tablici 5 za neku

ucionicu matematike.

‘ H Dimenzija Povrsina Kolic¢ina ‘ Ukupna povrsina
Strop = Pod 8.2m x5m 41 m? 1 41 m?
Zid 1 82mx3m 26.4 m? 2 49.2 m?
Zid 11 5mx3m 15 m? 2 30 m?
Vrata 09mx21m 1.89 m? 1 1.89 m?
Prozori 2.1m X 1.45 m 3.045 m? 2 6.09 m?
Zelena ploca 1.8m x1m 1.8 m? 1 1.8 m?
Bijela ploca I1mx1m 1 m? | 1m?
Lusteri 0.595 m x 0.595 m | 0.354025 m? 4 1.4161 m?
Prekidaci 0.078 m x 0.078 m | 6.084 - 10~3 m? 3 0.018252 m?
Uti¢nice 0.08 m x 0.08 m 6.4-103 m? B 0.032 m?

Tablica 5: Izmjereni objekti u ucionici

Dok ucenici rade u grupama, nastavnik ih obilazi, prati suradnju i pomaze gdje
je njegova pomo¢ potrebna. Nakon obavljenih svih mjerenja, u¢enicima preostaje
izracunati povrsinu koja se boja u ovoj ucionici pomocu oplosja kvadra ili ra¢unajuéi
posebno zidove. U nasem slucaju treba se obojati povrsina od priblizno 108 m? za
koju je onda potrebno 15.43 1 boje.

PStrop + PZidI + PZid I — POstalo = 41 + 49.2 + 30 — 12.246352
= 120.2 — 12.246352
= 107.953648 ~ 108 m?

Postato = 1.8946.094+ 1.8+ 1+ 1.4161 + 0.018252 4 0.032

= 12.246352 m?

Na kraju svi ucenici trebaju predstaviti svoje rezultate tako da svaka grupa

kaze povrsinu odredenog dijela ucionice. Svi rezultati ¢e se usporedivati i ukoliko
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dode do razilazenja u rezultatima, svi zajedno ¢e ponoviti mjerenje kako bi dosli do
tocnih podataka. U ovakvom tipu zadatka tocnost je iznimno vazna i svaka pogreska
moze znaciti dodatne troskove sto je dobar primjer ucenicima da shvate kako netocna

primjena matematike u stvarnom zivotu ima i posljedice.

3.4 Kofein u tijelu

U danasnje vrijeme kava je postala neizbjezna potreba vecine ljudi, ali i ucenika
kako bi ih odrzavala budnim i poboljsala im koncentraciju. No, glavni sastojak kave
koji im sve to omogucava je kofein koji se ne nalazi samo u kavi nego i u ¢okoladi,
energetskim napitcima, crnom i zelenom caju. Sama cinjenica da i ucenici piju kavu
moze navesti nastavnike da zajedno s ucenicima odrede koliko miligrama kofeina ée
imati osoba 6 sati nakon ispijanja Salice kave koja sadrzi 95 mg kofeina ([4]) ili da
odrede nakon koliko sati ¢e osoba imati 10 mg kofeina u tijelu.

Ucenici bi trebali prikupiti podatke o koli¢ini kofeina u tijelu nakon konzumira-
nja namirnica koje ga sadrze i samo ¢e otkriti da se koli¢ina kofeina nakon otprilike 5
sati smanji na polovinu pocetnog iznosa ([4]). Znajuéi to moglo bi im biti tesko odre-
diti koli¢inu kofeina u odredenom satu te bi im nastavnici mogli pomodéi sljedeéim

primjerom.

Primjer 4. Istrazivanja su pokazala da se neki vitamini eliminiraju iz krvotoka
odrasle osobe brzinom od 40 % na sat. Koliko vitamina ée ostati nakon 2 sata ako

je osoba u krvotoku imala 300 mg vitamina? Popunite sljedecu tablicu:

Vrijeme (h) 0 |[1]2(3|4]|5
Vitamin (mg) || 300

Tablica 6

Rjesenge: Ucenici trebaju shvatiti da im ostaje 60 % vitamina po satu i onda ¢e lako
rijesiti primjer. Nakon sat vremena u krvotoku ¢e biti 300 - 0.6 = 180 mg vitamina.
U odnosu na koli¢inu vitamina u krvotoku nakon jednog sata odredit ¢emo kolicinu

vitamina nakon dva sata te analogno i za ostale sate.
180 - 0.6 = 108
108 - 0.6 = 64.8
64.8 - 0.6 = 38.88
38.88 - 0.6 = 23.328
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Popunjena Tablica 6 izgleda ovako:

Vrijeme (h) 0 1 2 3 4 5
Vitamin (mg) || 300 | 180 | 108 | 64.8 | 38.88 | 23.328

Tablica 7

Ucenici bi trebali uociti funkciju koju su stalno koristili, ukoliko ne, nastavnici
ih mogu navesti trazeéi od njih da raspisu dobivene rezultate pomocu onoga Sto im
je pocetno zadano u primjeru na sljedeé¢i nacin:
180 =300 - 0.6
108 = 180 - 0.6 = 300 - 0.6 - 0.6 = 300 - 0.6
64.8 = 108 - 0.6 = 300 - 0.6 - 0.6 = 300 - 0.6
38.88 = 64.8 - 0.6 = 300 - 0.6 - 0.6 = 300 - 0.6*
23.328 = 38.88 - 0.6 = 300 - 0.6" - 0.6 = 300 - 0.6°.

Dakle, koli¢ina vitamina u krvotoku nakon ¢ sati dana je sljede¢om eksponencijalnom
funkcijom
f(t) = ko -0.6",

pri cemu smo pocetnu vrijednost oznacili s kg, tj. kg = 300 mg.

mg

=2 I i 2 4 6 8 10

Slika 13: Kolic¢ina vitamina u krvotoku
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Vratimo se na nas poc¢etni problem gdje znamo pocetnu vrijednost (kg = 95 mg)
i smanjenje koli¢ine kofeina u tijelu nakon 5 sati. U Primjeru 4 eksponent predstavlja
broj sati koji su prosli sto mozemo generalizirati i u ovom slucaju tako da sate koji su
prosli zapisemo pomocu razdoblja od 5 sati. Kako bi ucenici lakse shvatili, nastavnici
im to mogu prikazati kao cjelinu koja se sastoji od 5 dijelova pri ¢emu bi na primjer

2

2 sata bila $ vremenskog razdoblja, a 10 sati 2 cijela tog vremenskog razdoblja.

Koli¢inu kofeina u tijelu mozemo prikazati sljede¢om eksponencijalnom funkcijom

pri ¢emu je f(t) kolicina kofeina u tijelu nakon ¢ sati. Stoga mozemo reéi da ¢e
osoba popivsi salicu kave imati 41.35 mg kofeina u tijelu nakon 6 sati.

mg
140¢

20¢

5 10 15

Slika 14: Koli¢ina kofeina u tijelu
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Preostalo je jos odrediti nakon koliko sati ¢e osoba ima 10 mg kofeina u tijelu.

1\ *
95-(5) =10/ :95

1\F 2
2] 19

& 2
2 5 — —
19
t_, 2
B eig
= —5.log, —
08g9 19
t=16.24

Osoba ¢e nakon 16.24 sati imati 10 mg kofeina u tijelu.

3.5 Izmjeri me ako mozes

Koriste¢i matematiku mozemo vrlo jednostavno odrediti visinu neke zgrade,
drveca ili nekog objekta sto se na prvu moze ¢initi komplicirano. Nastavnici mogu
pokazati ucenicima da odrede visinu odredenog objekta koristeéi slicnost trokuta ili
pomocu trigonometrije pravokutnog trokuta. Za rjesavanje ovog svakodnevnog pro-
blema ucenici ¢e boraviti i u prirodi Sto veéina stru¢njaka smatra veoma pozeljnim

u obrazovanju ucenika zbog njihovog psihomotornog i fizickog razvoja.

Kako bi odredili visinu odredenog predmeta, na primjer drveta, pomoéu slicnosti
potrebno nam je dzepno ogledalo i traka za mjerenje. Na nekoj udaljenosti od dr-
veta, oznaCimo je s a, postavimo ogledalo na pod i udaljavamo se od njega za b, tj.
dok ne ugledamo vrh drveta u ogledalu. Oznac¢imo s v visinu drveta koju zelimo
odrediti, a s h visinu osobe koja gleda u ogledalo, da budemo precizniji visinu do
njezinih oc¢iju (Slika 15). Nastavnici bi trebali naglasiti u¢enicima kako je kut pod
kojim se zraka odbija od ogledala jednaka kutu njezinog upada s obzirom na okomicu
na zrcalo kako bi ucenici mogli zakljuciti da su dobivena dva pravokutna trokuta
slicna po KK poucku te da vrijedi:

=E M

Dakle, visina drveta veca je od visine osobe onoliko puta koliko je udaljenost drveta
do ogledala vec¢a od udaljenosti ogledala do osobe.
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Slika 15: Mjerenje visine pomocu ogledala

Zeleéi odrediti visinu drveta izmjerili smo sve gore navedeno i dobili sljedece:

a=20m
b=18 m
h = 1.60 m.

Uvrstimo podatke u (1) i dobijemo kako je drvo visoko priblizno 18 m.

v=2 =2 1617~ 18m
b 1.8
No, u slucaju kada ne mozemo izmjeriti udaljenost od podnozja objekta i ogle-
dala, kao na primjer ako zelimo odrediti visinu katedrale sv. Petra u Dakovu, tada se
naprave dva mjerenja pri cemu se ogledalo postavi na dva razlic¢ita mjesta. Oznac¢imo
tockom Z; mjesto na kojem je ogledalo za vrijeme prvog mjerenja, Z, mjesto za vri-
jeme drugog mjerenja, tockama A i E polozaj mjeritelja tijekom prvog i drugog
mjerenja te tockom C podnozje objekta (Slika 16). Uvedimo i sljedeée oznake:
AZy, = b, Z,C = a,

EZQ = bg, ZQC = a9,
AC =, 21Z2 =C.
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D
\)
B F
h h
A b, Z1 'E b, 7, r C
( ¢ az )
a
x
Slika 16

Postavljanje zadatka, sto ucenicima moze biti problem, mogu napraviti zajedno
s nastavnicima, dok odredivanje visine mogu i samostalno uocavanjem slicnih tro-

kuta i koristeéi proporcionalnost odredenih stranica trokuta.

—b
NAZ\B ~ NCZD = % 5 ; 1, pri ¢emu je ag = x — by
il
— b —
AEZyF ~ ANCZy,D = % = %, pri ¢emu je ap =z — by — ¢
2
Izrazimo z iz obje jednakosti te dobivene vrijednosti izjednacimo.
Ub1 —+ hbl Ub2 + h(C + bl)
I =———- =
h h
’Ubl —+ hbl = Ubg -+ h,(C + bl)
’U(bl — b2) = h(C + bl) — hbl
h-e
= 2
v — (2)
Sada mozemo odrediti i visinu katedrale na temelju sljede¢ih podataka
by = 3.38 m,
by = 3.303 m,
h = 160 1m,

c=4m.

Njihovim uvrstavanjem u (2) dobivamo 83.11 m ~ 84 m ([6]).
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Spomenuli smo i da se visina odredenog objekta moze odrediti pomocu trigono-
metrije pravokutnog trokuta kako to ¢ine i geodeti. Problem pri odredivanju visine
na ovaj nac¢in nastaje zbog nedostatka teodolita, naprava za mjerenje kutova, ali
nastavnicima na ovoj razini dovoljno je upotrijebiti priruénu napravu koju koriste
ucenici u GLOBE programu kako bi izmjerili kut pod kojim vide vrh stabla ili mogu
zajedno s ucenicima napraviti svoju napravu ([23]).

Odredimo takoder i na ovaj nacin visinu gore spomenutog drveta koji se pri-
blizno vidi pod kutom od 58°.

58°

1.6m

10 m

Slika 17: Mjerenje visine drveta pomocu trigonometrije pravokutnog trokuta

tg58°:1%:>x:tg58°-10:16

Visina drveta je x + 1.6 = 17.6 m ~ 18 m kako smo ve¢ i izracunali. Uoc¢imo kako
smo za sva mjerenja dobili priblizne vrijednosti na sto uvelike utjece i preciznost

mjerenja.

3.6 Kalup za mafine

Matematiku svakodnevno koristimo u kuhinji, bilo to prebacivanjem iz jedne
mjerne jedinice u drugu, racunanjem potrebnih koli¢ina namirnica ili pri odredivanju

najboljeg kalupa za odredeni kola¢, kao na primjer u ¢emu ispeé¢i mafine ukoliko
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nemamo kalup za mafine (Slika 18). Veéina recepata za mafine daje smjesu za
12 komada mafina koja je dovoljna ako se pune % kalupa za mafine koji ima oblik
krnjeg stosca ([3]). Ovakav problem uéenici mogu rijesiti ¢ak i bez pomoéi nastavnika
odredujudi prvo koli¢inu smjese pomoc¢u kalupa za mafine. Pretpostavimo da imamo
kalup promjera R = 7 cm gornjeg kruga i » = 5.5 cm donjeg kruga te dubine v = 3

cim.

Slika 18: Kalup za mafine

Kako se % kalupa napuni smjesom trebamo izracunati volumen krnjeg stosca
nepoznatog jednog radijusa R’ s visinom A = 2 c¢m kako bi odredili koli¢inu %
smjese Sto bi ucenici i sami trebali zakljuciti. Produzivanjem krakova trapeza i
pomocu sli¢nosti trokuta lako odredimo duljinu nepoznatog radijusa R’ (Slika 19).

C 3.5cm

B
R’ cm
D E 3cm
2cm
F|275ecm/ G
X
A

Slika 19: Poprec¢ni presjek kalupa
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2.75 T
AAGF ~ AABC = =202 _
~ 35 .

275-(z+3) = 3.5z
2.7hx +8.25 = 3.5z
0%z = 825/ .0.75

z = 1l
2.7 11
ANAGF ~ AAED = 25 1
R 13
11R = 385.75/:11
R = 32
Volumen smjese u jednom kalupu iznosi
h o / 2 2 2 2 3 3
V= ?(R +R -r+r9) = ?(3.25 +3.25-2.75 4+ 2.75%) = 56.67 cm” ~ 57 cm”?,

S§to znaci da otprilike u kalup za mafine stane 12 - 56.67 = 680.04 cm® smjese, tj.
tolika se koli¢ina smjese dobije izvornim receptima.

Svaki ucenik moze izmjeriti kalupe koje ima kod kuce i odrediti koja koli¢ina
smjese odgovara kalupu te koji kalup najbolje odgovara za mafine. Pretpostavimo
da imamo crni (Slika 20), bijeli (Slika 21) i okrugli (Slika 22) kalup za kolace.

Slika 20: Crni kalup Slika 21: Bijeli kalup Slika 22: Okrugli kalup

Volumen crnog kalupa koji ima oblik krnje piramide je

4
Ve=3(40-30 +v0-30 35 27 + 35 - 27) = 4 279.86 cm’.

U ovom kalupu bi smjesa prekrila dno kalupa u jako tankom sloju te ne bi dobili
ono Sto zelimo.
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Volumen bijelog kalupa oblika kvadra je
V, =20-15-6 =1 800 cm?,

sto je nesto vise od dva puta vece od volumena smjese za mafine te bi smjesa u
debelom sloju prekrila dno kalupa i mogli bi smo ispeé¢i dobar kola¢ u ovom kalupu.
Volumen okruglog kalupa je

V,=13%. 7.8 =4247.43 cm?®,

sto je nesto manje od volumena crnog kalupa te ni u ovom ne mozemo ispec¢i dobre

mafine.
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Zakljucak

Primijenjena matematika u nastavi vise motivira ucenike za rad nego klasi¢ni
zadaci u udzbenicima. Glavni razlog tomu je $to su ucenici sami ukljuceni u cijeli
proces modeliranja pocevsi od prikupljanja podataka do otkrivanja na¢ina rjesavanja
problema. Modeliranjem svakodnevnog problema ucenici stjecu dodatna znanja, ra-
zvijaju vjestine, donose mnogo raznovrsnih odluka i uce se preuzimanju odgovornosti
za posljedice svojih djela. Osim toga, ucenici bolje razumiju drustveni, ekonomski i
okolisni razvoj sto je samo jos dodatan razlog za obrazovanje primijenjene matema-
tike u skolama.

Na nastavi su nastavnici ti koji ¢e prilagoditi svakodnevni problem, no kako
bi ucenicima bio zanimljiv, problem mora biti utemeljen na stvarnosti u zivotnoj
okolini uc¢enika i s najnovijim podacima. Okruzeni smo s mnogo informacija koje
nam uglavnom pruzaju razni mediji poput interneta i reklama. Matematika nam
moze pomodi u provjeri tih informacija sto zahtijeva odredeni trud i vrijeme. Ucenici
sami trebaju shvatiti nacin na koji ¢e je koristiti za provjeru informacija u ¢iju
istinitost ni sami nisu u potpunosti uvjereni. Veéina svakodnevnih problema moze
se rijeSiti pomoc¢u matematike, ali konacna odluka ovisi o subjektivnosti i s takvim
problemima ucenici ¢e se svakodnevno susretati. Kada ucenici kroz obrazovanje
primijenjene matematike uvide kako je matematika prisutna u svemu, shvatit ce

vaznost ucenja i razumijevanja matematike.
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Sazetak

Glavni cilj ovog rada je upoznati Citatelje, posebno nastavnike matematike, s
ukljucivanjem primijenjene matematike u nastavu. Modeliranje problema iz svakod-
nevnog zivota u ¢ijem postavljanju aktivno sudjeluju i ucenici ¢ini njihova znanja
dugotrajnijim i mijenja njihov pristup prema matematici.

Na pocetku rada definirali smo model i matematicko modeliranje te naveli i
razlicite pristupe matematickog modeliranja. Objasnili smo proces modeliranja kao
ciklicki proces u kojem problem iz svakodnevnog zivota zapisujemo matematickim
jezikom te da modeliranju kao otvorenom procesu ne mozemo predvidjeti kraj. Is-
taknuli smo korake matematickog modeliranja s aspekta primijenjene matematike u
nastavi krenuvsi od postavljanja cilja modeliranja koji olaksava filtriranje informa-
cija i podataka do postavljanja i rjesavanja modela. Valjanost rjesenja provjeravamo
1 na kraju slijedi analiza.

Zbog uglavnom negativnog stava ucenika prema matematici drugo poglavlje
ovog rada posvetili smo motivaciji za primijenjenu matematiku u nastavi koja bi
kod ucenika trebala promijeniti njihovu dosadasnju sliku o matematici. Naveli smo
i nekoliko savjeta za nastavnike kako bi smo im olaksali ukljucivanje primijenjene
matematike u nastavu i potaknuli ih na promjene u njihovoj nastavi.

U posljednjem poglavlju rada naveli smo probleme iz svakodnevnog zivota i
opisali moguce nacine njihovog rjesavanja. Kako bi smo pokazali da se svaki stvarni
problem iz zivota moze modelirati, detaljnije smo objasnili odabir odgovarajuce
mobilne tarife. Za veéinu opisanih problema u radu, ali i za ostale svakodnevne
probleme svjesno ili nesvjesno primjenjuje se matematika kako bi se doslo do njihovog
rjesenja.

Kljuéne rijeci: matematicko modeliranje, proces modeliranja, primijenjena

matematika, savjeti za nastavnike matematike, svakodnevni problem iz zivota
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Modeling in math teaching

Summary

The main aim of this paper is to introduce various ways of how applicable
mathematics can be incorporated into teaching. It is meant for every reader, but
especially for those who are math teachers. When setting a task, it is their job
to model the assignment regarding everyday problems and also to actively involve
students into the setting and solving of the task, thus making their knowledge more
permanent and changing their approach to mathematics

At the beginning of this study, model and mathematical modeling is defined
and different approaches to mathematical modeling are introduced. The modeling
process is described as a cyclical process in which an everyday life problem is written
down in the language of mathematics. Due to the fact that modeling is an open
process its end cannot be predicted. Each step of mathematical modeling from the
aspect of applicable mathematics in teaching is illustrated and clarified. Starting
with the setting of a modeling goal that facilitates the filtering of information and
data we progress towards structuring and solving that model. The validity of the
solution is checked and finally the analysis follows.

Due to the mostly negative attitude of students towards math, the second chap-
ter of this paper is devoted to the motivation for applicable mathematics in teaching
which should change students’ previous image of math. Also, several teachers’ tips
are mentioned to help incorporate applicable mathematics into teaching and enco-
urage teachers to change their teaching methods.

In the last chapter of the paper, problems of everyday life are listed and po-
ssible solutions for these problems are shown. To show that every real-life problem
can be modeled, the choice of the appropriate phone provider is explained in more
detail. For most of the problems described in the paper, but also for other everyday
problems, mathematics is consciously or unconsciously applied in order to reach a
solution.

Key words: mathematical modeling, modeling process, applicable mathema-
tics, tips for math teachers, everyday life problem
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