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Sazetak

U ovom radu proucit ¢emo nekoliko klasa zanimljivih brojeva koji imaju vaznu ulogu u
teoriji brojeva. Poglavlja ovog rada bazirat ¢emo na opisu, svojstvima i primjeni pojedinih
klasa brojeva. U radu ¢emo obraditi sljedece klase brojeva: figurativni brojevi, Eulerovi
brojevi, Fibonaccijev niz brojeva, Mersenneovi brojevi, savrseni brojevi, Fermatovi brojevi,
pseudoprosti brojevi i Carmichaelovi brojevi. Na kraju rada ¢emo navesti nekoliko definicija
i primjera jo$ nekih zanimljivih klasa brojeva koje u ovom radu neé¢emo detaljnije obradivati.

Kljuéne rijeci

Prost broj, mnogokut, Fibonaccijev niz, Lucasov broj, Eulerov broj, Fermatov broj, mali
Fermatov teorem, Mersenneov broj, pseudoprost broj, Carmichaelov broj.



Interesting numbers

Abstract

In this paper we will consider a few different classes of interesting numbers which have
an important role in number theory. The chapters of this paper will be based on the descrip-
tion, properties and use of each of these classes of numbers. In the paper we will process the
next classes of numbers: figurative numbers, Euler’s number, Fibonacci number sequence,
Mersenne’s number, perfect number, Fermat’s number, pseudoprime number and Carmic-
hael’s number. At the end of this paper we will list a few definitions and examples of other

interesting clasess of numbers which we will not process in detail.

Key words

Prime number, polygon, Fibonacci sequence, Lucas number, Euler’s number, Fermat’s num-
ber, Fermat’s little theorem, Mersenne number, pseudoprime number and Carmichael num-
ber.
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Uvod

Teorija brojeva je grana matematike koja se bavi proucavanjem prirodnih, cijelih i raci-
onalnih brojeva. Stariji naziv za teoriju brojeva je aritmetika. Problemima ovog podrudja
bavili su se jo§ u starom Babilonu i Egiptu, a posebice u staroj Grcékoj. Tijekom povijesti
pojavljuju se razne klase brojeva koje se isti¢u po svojim svojstvima, znacaju ili primjenama
te zbog toga dobivaju istaknuta imena. Ponekad su to konstruktivna imena, a ponekad
imena dobivena prema znanstvenicima koji su proucavali problematiku te klase brojeva.

U ovom radu prucit ¢emo nekoliko klasa zanimljivih brojeva, detaljnije opisati njihova
svojstva te primjenu, Sto ¢emo pokazati i na nekoliko primjera. Na kraju ¢emo navesti
jo$ nekoliko definicija i primjera drugih zanimljivih klasa brojeva koje ne¢emo detaljnije
obradivati.



1 Figurativni brojevi

Figurativni brojevi prvi put su se pojavili u Pitagorinoj skoli u 6. stolje¢u prije Krista
u pokuSaju povezivanja geometrije i aritmetike. Pitagorejci su, vjerujuéi da je "sve broj",
smatrali svaki pozitivni cijeli broj skupom tocaka u ravnini. Teorija figurativnih brojeva, iako
ne pripada sredisnjoj domeni matematike, pridobila je paznju mnogih znanstvenika tijekom
vise tisuc¢a godina. Medu matematicarima koji su proucavali figurativne brojeve nalaze se
Pitagora, Diofant, Fibonacci, Pell, Fermat, Euler i brojni drugi.

Figurativni broj je u sustini onaj broj koji se moze prikazati pomocu geometrijskog uzorka
razli¢itih tocaka u ravnini. Najpoznatija vrsta figurativnih brojeva su ravninski figurativni
brojevi koji se reprezentiraju kao mnogokuti.

Mnogokutni brojevi obuhvacaju brojeve koji se mogu urediti tako da tvore trokut, kva-
drat i bilo koji drugi m-terokut za cijeli broj m > 3. Niz mnogokutnih brojeva sastoji se od
trokutnih brojeva 1,3,6,10,15,... (Slika 1), kvadratnih brojeva 1,4,9,16,25,... (Slika 2),
peterokutnih brojeva 1,5,12,22,35, ... (Slika 3), itd.
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Slika 3: Peterokutni figurativni brojevi [§]

Ako je m broj strana u mnogokutu, onda se moze pokazati (|2]) da je formula za n-ti i
m-gonalni broj dana s
1
NS Em( 2_n)—n?+2n.



Takoder, moze se pokazati da vrijede sljedece relacije:

e Theonova formula:

S3(n) + S3(n — 1) = Sy(n),

Diofantova formula:

Su(2n+1) = 8S5(n) + 1,

Teorem o heksagonalnim brojevima:

Sﬁ(n) = 53(27’L — 1),

Teorem o oktagonalnim brojevima:

Sg(n) =655(n — 1) +n,

Nicomachusova formula:

Sm(n) = Sm-1(n) + Ss(n — 1),

te Bachet de Meziriacova formula:
Sm(n) = S3(n) + (m — 3)S3(n — 1).

Osim klasi¢nih mnogokutnih brojeva, prouc¢avani su i pravilni mnogokutni brojevi koji
mogu biti konstruirani u ravnini iz toc¢aka. Svaki takav broj formira se iz sredisnje tocke
koju okruzuju mnogokutni slojevi s konstantnim brojem strana. Svaka strana jednog sloja
sadrzi jednu tocku vise od bilo koje druge strane prethodnog sloja. Tako postoje, jed-
nako kao i klasi¢ni, pravilni trokutni brojevi 1,4,10,19,31,..., pravilni kvadratni brojevi
1,5,13,25,41,. .., pravilni peterokutni brojevi 1,6, 16, 31,51, ... itd. [2]. Konstrukcija ovak-
vih brojeva prikazana je na Slici 4.

Slika 4: Konstrukcija pravilnog kvadratnog, peterokutnog i trokutnog broja

Pravilni trokutni brojevi su brojevi oblika
n(n+1)

T3(n):1+2+3+---+n:T,

pravilni kvadratni brojevi su brojevi oblika
Ty(n) =1+4+3+5+---+(2n—1) = n?,

pravilni peterokutni brojevi su brojevi oblika
n(3n —1)

Ts(n)=14+44+7+---4+(38n—2) =3T5(n) — 2n = 5

Formule za ostale pravilne figurativne brojeve izvode se analogno.

3



2 Eulerovi brojevi

Znamo li koliko je "cik-cak uredaja", u oznaci Z,, brojeva 1,2, ...,n, tj. uredaja u kojima
brojevi naizmjeni¢no rastu, a zatim padaju?
Sljedeca tablica pokazuje prvih nekoliko takvih uredaja:

W | Zp Uredaj

1] 1 1

21 12

5 2 231;132

4| 5 | 3412;1423,2413;1324,2314

Tocke zarezi u ovakvom uredaju razdvajaju brojeve u redoslijedu prema njihovoj zadnjoj
znamenci, tzv. r-toj znamenci. Brojevi oblika Z,, nazivaju se Eulerovim brojevima [1].
Poznati su jos i kao sekantni brojevi iz aspekta formule za sekans:

122 5z* 61x°

secr =1t or ot

(1)
Desna granica cik-cak trokuta predstavlja tzv. tangens brojeve, Zoy 1, jer je:

— x 2z 1625 272%7
e T T T

(2)

Ukupan broj uredaja brojeva 1,2,...,n u kojemu je k — 1 porasta, takoder je dobio ime
po Euleru i naziva se Fulerski broj u oznaci A(n, k).

k
A1) = Y0 (T - ®)



3 Fibonaccijevi brojevi

Fibonaccijevi brojevi ime su dobili po talijanskom matemati¢aru Leonardu iz Pise (1175.-
1250.) poznatijem kao Fibonacci (skraceno od tal. fillius Bonacci-"Bonaccijev sin"). Fibo-
naccija se smatralo najdarovitijim zapadnjackim matemati¢arem srednjeg vijeka. Niz brojeva

kriveno u prirodi, a zatim se nastavio koristiti i u drugim podruc¢jima matematike gdje je
svoju primjenu naSao u pojasnjenjima prirodnih pojava. Fibonacci je promatrao par zeceva
i pitao se koliko ¢e parova zeceva biti u n-toj generaciji potomstva prvotnog para zeceva.
Za pretpostavku je uzeo da ¢e svaki par zeceva iz svake generacije dobiti potomstvo svakog
prvog dana u mjesecu, ali tek nakon navrSena dva mjeseca. Takoder, pretpostavio je da
parovi zeCeva nakon reprodukcije ne umiru. Ono $to je iz ove pretpostavke zakljucio, opisao
je sljede¢om formulom. Ako postoji f,, parova ze¢eva u n-toj generaciji, onda vrijedi:

fl = 17
f2 =1,
fn+2 = fn gn fn+1-

Tako je nastao niz brojeva koji danas nazivamo Fibonaccijev niz [1]:
f=0,1,1,2,3.5,8, 13,21, 34,55,89, ... .

Iz niza vidimo da je svaki sljedec¢i broj u nizu jednak zbroju dvaju prethodnih brojeva. Moze
se pokazati da je Fibonaccijev niz brojeva dan sljede¢om eksplicitnom formulom:

e Bl - (5]

Primjer 1. /4] Stubiste se sastoji od n stuba. U jednom koraku moZemo preskociti jednu ili

dvije stube. Na koliko nacina moZemo prijeci cijelo stubiste ?

Rjesenje:

Stubiste od jedne stube mozemo prije¢i na samo jedan nacin, ono od dvije na dva nacina.
Tri stube mozemo prijeéi koracima 1,1,1 ili 1,2 ili 2,1, dakle, na tri nacina.

Medutim, cCetiri stube mozemo prije¢i na pet nacina. Za mali n lako mozemo ispisati sve
odgovarajuce nizove:

n nizovi broj
1 1 1
2 11,2 2
8 1110291 J
4 1111,112,121,211,22 5
5| 11111,11121121,1211.,2111,122.212.221 | 8




Fibonaccijev niz brojeva ima Siroku primjenu u matematici. Francuski matematicar Edo-
uard Lucas (1842.-1891.) otkrio je da se Fibonaccijev niz moze is¢itati pomoc¢u Pascalovog
trokuta koristeci sljedec¢u relaciju:

= ()+(7)+ (3

Primjer 2. Zbrojimo li elemente Pascalovog trokuta duZ rastucih dijagonala, suma cée biti
Fibonaccijev broj. Nekoliko prvih vrijednosti naznaceno je na sljedecoj slici gdje su Fibonac-

cijevi brojevi napisani na gornjoj desnoj strani trokuta.

Fibonaccijev niz 4 4 2 B 4

O

A
o

e
<~

-~

Slika 5: Veza izmedu Fibonaccijevog niza i Pascalovog trokuta
1

Izaberemo li u relaciji za Fibonaccijev niz par brojeva koji nisu uzastopni c¢lanovi Fi-
bonaccijeva niza, dobit ¢emo niz razli¢it od Fibonaccijevog. lako imaju potpuno razlic¢ite
vrijednosti, ti nizovi ¢e imati neka identi¢na svojstva [1|. Uz Fibonaccijeve, sljede¢i dobar
odabir parova brojeva je onaj koji daje Lucasove brojeve.

Lucasovi brojevi (I,,) definirani su rekurzivnom relacijom

by =101 +1,2
uz pocetne vrijednosti
lg=214 = L.
Prvih nekoliko Lucasovih brojeva su:
2,1,3,4,7,11,18,29,47,. ..

Nesto kasnije, njemacki matemati¢ar Johannes Kepler (1571.-1630.) otkrio je da je omjer
uzastopnih Fibonaccijevih brojeva priblizno jednak 1.618. Toc¢nije, limes omjera jednak je
1.61803398874989..., $to se jos od anticke Grcéke naziva zlatnim rezom:

1++5
P =—

'http://fotoklub-cakovec.hr/wp/2012/02/geometricnost-fotografije-ii




Pravilo zlatnog reza:
Omjer manjeqg dijela prema veéem jednak je omjeru veceq dijela prema cjelini.

Omjer uzastopnih Lucasovih brojeva ima isti limes kao i omjer Fibonaccijevih brojeva, dok
omjer Lucasovih i Fibonaccijevih brojeva, }—Z, tezi ka /5.

Iako se pokazalo da Fibonaccijevo pravilo nije primjenjivo na parovima zec¢eva u stvarnom
zivotu, Fibonaccijev niz brojeva prisutan je u mnogim drugim prirodnim elementima, npr.
moze se pokazati da je raspored zila na listovima biljaka ili raspored latica cvijec¢a kao npr.
ruza (Slika 6) odreden upravo ovim nizom brojeva [1].

Slika 6: Prikaz rasporeda latica ruze pomocu pravila zlatnog reza
2

2https://fibonacijevniz.wordpress.com/2016/06/03/fibonacijev-niz-u-prirodi/
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4 Mersenneovi brojevi

Francuski teolog, filozof i matemati¢ar Marin Mersenne (1588.-1648.) bio je jedan od
prvih matematicara koji je svoja otkri¢a zabiljezio u dnevnike i pisma. 1536. godine, u pismu
Frenicleu de Bessyju, Mersenne navodi moguénost postojanja prostih brojeva oblika M, =
2™ —1, gdje je n prirodan broj. Mersenne je tvrdio da su za n=2,3,5,7,13,17,19,31,67,127,257
brojevi 2" — 1 zaista prosti, te da ova tvrdnja ne vrijedi ni za jedan drugi broj manji od 257.

Ova tvrdnja je pobudila veliko zanimanje kod drugih matematicara upravo zbog toga
Sto su navedeni brojevi toliko veliki. Dugi niz godina niti jedan matematic¢ar nije mogao
potvrditi ni opovrgnuti Mersenneovu tvrdnju. Tek 1722. godine je Euler uspio dokazati da
je broj Ms, prost, a 1876. godine E. Lucas je doSao do zakljucka da je i Mjo7 usitinu prost
broj.

Prvih nekoliko Mersenneovih brojeva su 1,3,7,15,31,63,127,255 iz ¢ega je vidljivo da su
neki Mersenneovi brojevi prosti, a neki slozeni. Do tog zakljucka je doSao americki matema-
ticar Cole 1903. godine pokazavsi da je

267 — 1 = 193707721 - 761838257287

slozen broj, odakle slijedi da Mg, nije prost broj [1].
Propozicija 1. [5] Ako je Mersenneov broj M, prost, tada je i n prost broj.

Dokaz. Ako je broj n slozen, mozemo ga zapisati u obliku n = rs, za neke prirodne brojeve
r,s koji su oba ve¢i od 1. Tada je

A [ (25 . 1)(25(7“—1) + 25(r—2) E IR ] 98 + 1)
te je M, slozen broj jer je djeljiv s 2° — 1. O

Danas postoje mnoge tehnike i testovi koji donekle olaksavaju provjeru je li broj oblika
2" — 1 zaista prost. Jedan od najpouzdanijih kriterija za ispitivanje prostosti Mersenneovih
brojeva je tzv. Lucas-Lehmerov test:

Teorem 1. /5] Definiragmo niz prirodnih brojeva (s,) sa s1=4, Spy1 = s2 — 2. Neka je p

neparan prost broj. Mersenneov broj M, je prost ako i samo ako M, dijeli s,_;.



5 SavrSeni brojevi

Za prirodan broj n kazemo da je savrSen ako je jednak sumi svojih djelitelja manjih od
njega samog. U matematici to zapisujemo na sljede¢i na¢in: o(n) = 2n. Naziv savrSeni
brojevi potjece jos iz anticke Greke, to¢nije od Pitagorejaca. Drugi znanstvenici i filozofi
su, slicno kao Pitagorejci, objasnjavali znaCenje savrSenih brojeva pomocu religije. Sveti
Augustin smatrao je da je Bog stvorio svijet u Sest dana, a u ranom Starom zavjetu spominje
se i savrSenstvo svemira koje je simbolizirano brojem 28 jer je toliko dana potrebno Mjesecu
da obide Zemlju. Sljedeéi raspisi pokazuju da su 6 i 28 savrSeni brojevi:

6=1+2+3
28=1+2+4+7+14.

Gotovo dvije tisuce godine prije M. Mersennea, Euklid (330.pr.Kr.-275.pr.Kr.) je otkrio
zanimljivu poveznicu izmedu savrSenih brojeva i onoga $to danas nazivamo Mersenneovim
brojevima. Pokazao je da ¢injenica da je broj 2" — 1 prost povlaci da je broj 2"71(2" — 1)
savrsen.

Na osnovi poznavanja samo Cetiri savrSena broja nastala je slutnja da n-ti savrSeni broj
ima to¢no n znamenki, te da parni savrSeni brojevi zavrSavaju naizmjence na znamenke 6 i
8.

Obje pretpostavke, Eulerova i ona starih Grka, pokazale su se neto¢nima nakon $to
je Pietro Cataldi (1548.-1626.) dokazao da su peti, Sesti i sedmi savrSeni brojevi jednaki
33550336, 8589869056 1 137438691328. Oko dvije tisuce godina nakon Euklida, Euler je
dopunio njegovu tvrdnju koju ¢emo iskazati i dokazati u sljede¢em teoremu.

Teorem 2. [5] Paran broj n je savrsen ako i samo ako se mozZe prikazati u obliku n =
2k=1(2% — 1), gdje je broj 28 — 1 prost.

Dokaz. Neka je
n=2F4(2F — 1),

gdje je 2% — 1 prost. Direktno slijedi
2k—1+1

2—1

=2F -1

() =1 4 Q44 fne s - BFL =

te
g(2F—1)=142F—1=2%

Kako su 281 i 2¥ — 1 relativno prosti, multiplikativnost funkcije o povlagi
o(n) =02 o2k - 1) = (2F - 1)2* = 2n

pa je broj n savrsen.
Obratno, neka je n savrien; zapisimo ga u obliku n = 2¥m, gdje je & > 0 i m neparan.
Kako je o(n) = 2n, dobivamo

2m = 2n = o(n) = 0(2"m) = 0(2%)a(m) = (2" — 1)o(m).

9



Iz prethodnih jednakosti zaklju¢ujemo da 25! — 1 dijeli 2**'m. Kako su 2F+1 i 2k — 1
relativno prosti, 2¥*! — 1 dijeli m. Zapisimo sada m u obliku m = (28! — 1)m/. Dobivamo
da je

o(m) = 281/
te
n, = (28 — 1)2Fm’.

Preostaje jos dokazati da je m’=1 i da je 2¥*!' — 1 prost broj.
Ako je m! # 1, slijedi

olm)>1+m+m.
No, vidjeli smo da je
o(m) =281/ = (2% —)m/+m/ =m+m/ <14+ m+m'.
Prema tome, m/=1 te m=2Ft1 — 1. S druge strane,
om)=m+m'=m+1

pa je m, tj. 28t — 1 prost broj. O

O neparnim savrSenim brojevima ne znamo mnogo, osim da moraju imati najmanje 1500
znamenki [6] i velik broj faktora pa se namece pretpostavka da neparni savrSeni brojevi ne
postoje.

10



6 Fermatovi brojevi

Pierre de Fermat (1607.-1665.) bio je francuski pravnik kojemu je matematika bila hobi.
Kasnije ¢e postati veoma znacajan znanstvenik upravo u tom podrucju. Uglavnom se bavio
analitickom geometrijom i teorijom vjerojatnosti, ali najvise se istaknuo svojim doprinosom
teoriji brojeva.

1640. godine dolazi do spoznaje da su brojevi oblika F, = 22" + 1, gdje je n prirodan
broj, prosti brojevi. Ovi brojevi danas se nazivaju Fermatovi brojevi.

Prvih nekoliko Fermatovih brojeva su:

Fpb=2"+1=3
Fi=22+1=5
FBR=2%4+1=17
F3=2% +1=257
Fy =22 +1=65537

i svi ovi brojevi su prosti.

Medutim, 1732. godine Euler je otkrio da je sljede¢i Fermatov broj, F; slozen:
2% 4 1 = 4294967297 = 641 - 6700417.

Takoder, 1880. godine F. Landry je pokazao da je 22" + 1 slozen broj, 1975. godine
Brillhart i Morrison isto su pokazali za broj 22" +1, a 1981. R. Brent i J. Pollard faktorizirali
su broj 22" 4 1. Poznato je i da su brojevi 22 + 1, 22" +1,...,22" + 1 sloZeni [10].

Matematicar koji je najvise pozornosti pridao Fermatovim brojevima, i postigao najvece
rezultate, bio je Carl Friedrich Gauss (1777.-1855.). Gauss je jo§ kao mladi¢ uspio dokazati
da ukoliko je p Fermatov prost broj, onda se ravnalom i Sestarom moze konstruirati pravilan
mnogokut s p strana. Euklid je konstruirao trokut i peterokut, ali prije Gaussa nitko nije
uspio konstruirati ve¢i mnogokut s prostim brojem strana.

Dokazano je da je lako konstruirati pravilan 85-terokut koriste¢i konstrukcije za peterokut
i 17-terokut (Slika 7), a obzirom da se kutovi u mnogokutu mogu prepoloviti, takoder je
moguce konstruirati pravilni 170-terokut, 340-terokut itd. Opcenito, mogu se konstruirati
mnogokuti oblika

2%pgr - -+,
gdje su p,q,r,. . .razli¢iti Fermatovi prosti brojevi. Gauss je tvrdio da su ovo jedini mnogokuti
koji se mogu konstruirati ravnalom i Sestarom. Jedini takvi poznati mnogokuti s neparnim

brojem strana su oni ¢iji je broj strana djelitelj broja 22° — 1. Takvih brojeva ima 32, a
najveci djelitelj je upravo sam 22° — 1 = 4294967295.

11
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Slika 7: Konstruirani pravilni 17-terokut

Primjer 3. Pokazimo da je 22" + 1 sloZen broj koristeci kongruencije modulo p=641.
Rjesenje: Vrijedi
p=16254+16=5*+24
p—1=5-128=5-27
5-128= —1 (mod p)
2' = —5*  (mod p).

Iz toga slijedi:
9P — 9 —of OB = T8 = 1) = =1 [ood )

Fermatovi brojevi zadovljavaju nekoliko rekurzivnih relacija koje se mogu dokazati in-
duktivno:

= (Fq — 1P 1

=B 120 RE B
= F3—1 —2(Fh2 — 1)2

= FF ... Fpl1+2

SRR
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Posljednju od navedenih relacija iskoristiti ¢emo u dokazu iduce propozicije:
Propozicija 2. [5] Neka su i,j nenegativni cijeli brojevi. Ako je i#j, tada je (F;,Fj)=1.

Dokaz. Bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti ¢>7. Prema navedenoj relaciji,
vrijedi F; = Fy---Fj---Fi_1 + 2. Kako (F, Fj)|F; i (F;, Fj)|Fy--- Fj--- Fi_q, slijedi da
(F;, F})|2. No, svi Fermatovi brojevi su neparni, odakle dobivamo (F;,Fj)=1. O
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7 Pseudoprosti brojevi i Carmichaelovi brojevi

Koriste¢i Mali Fermatov teorem, moguce je pokazati da je neki cijeli broj slozen. Prisje-
timo se Malog Fermatovog teorema:

Teorem 3. [5] Neka je p prost broj i a cijeli broj. Tada je a’? = a (mod p) te ako pta vrijedi
iaP™t =1 (mod p).

Na primjeru ¢emo pokazati kako ovaj test radi.

Primjer 4. Ispitajte je li broj 91 prost koristeéi Mali Fermatov teorem.

Rjesenge:
Ispitajmo je li 2%° = 1 (mod 91)?
Kako je

26 =64=—-27 (mod 91)

212 = (—27)2=729=1 (mod 91)
dobivamo

=@ =1"=1 [rod B}
pa je

20 —2% .20 =1:(—27) fmod 91)

Iz prethodnih kongruencija slijedi da 91 nije prost broj!

Prethodni primjer pokazuje da Fermatov test zadovoljava nuzne uvjete provjere prostosti
brojeva, ali ne i dovoljne uvjete. Test koji zadovoljava i dovoljne uvjete provjere prostosti
brojeva uveo je Sir J. Wilson (1741.-1793.).

Teorem 4. [5] Ako je p prost broj, tada je (p — 1)! = —1 (mod p).
Takoder vrijedi i obrat Wilsonova teorema:

Propozicija 3. [5] Ako prirodan broj n zadovoljava kongruenciju (n — 1)! = —1 (mod n),
tada je n prost.

Kako je Wilsonov test neefikasan, u svrhu testiranja prostosti brojeva ¢esée se koristi
Mali Fermatov teorem.

Ono $to je u Fermatovom testu nedostajalo je metoda provjeravanja je li broj prost. U
staroj Kini se vjerovalo da ako je 2" = 2 (mod n), onda n mora biti prost broj. Postavlja
se pitanje kako mozemo pokazati da su brojevi slozeni ako ne mozemo pronaéi njihovu
faktorizaciju? U tu svrhu promatrat ¢emo slozene brojeve koji zadovoljavaju relaciju iz
Malog Fermatovog teorema, $to dovodi do sljedece definicije:

Definicija 1. [7] Neka je b pozitivan cijeli broj. Ako je n sloZen pozitivan cijeli broj i vrijedi
b" =b (mod n), onda se n naziva pseudoprostim brojem u bazi b.

14



Uoc¢imo, ukoliko vrijedi (b,n) = 1, onda je kongruencija b” = b (mod n) ekvivalentna
kongruenciji "~ ! =1 (mod n).

Primjer 5. Cijeli brojevi 341=11-31, 561=3-11-17 © 645=3-5-43 su svi pseudoprosti brojevi
u bazi 2 jer se lako provjeri da vrijedi 234 = 1 (mod 341), 2°% = 1 (mod 561) i 264 = 1
(mod 645).

Provjera je li zadovoljena kongruencija 0" = b (mod n) je u¢inkovita ukoliko postoji
relativno mali broj pseudoprostih brojeva u bazi b, medutim, vrlo mali broj slozenih brojeva
zadovoljava ovu kongruenciju. Pokazalo se da je broj pseudoprostih brojeva u bazi b znatno
manji od broja poznatih prostih brojeva. Preciznije, postoji beskonacno mnogo prostih
brojeva, dok je poznato samo 14884 pseudoprostih brojeva u bazi 2. Iako su pseudoprosti
brojevi u bilo kojoj danoj bazi rijetki, neosporivo je da postoji beskona¢no mnogo takvih
pseudoprostih brojeva. Pokazati ¢emo ovu tvrdnju za bazu 2.

Lema 1. [7] Ako su d i n pozitivni cijeli brojevi takvi da d dijeli n, onda 2¢ —1 dijeli 2™ — 1.
Dokaz. Bududéi da d|n, postoji pozitivan cijeli broj ¢ takav da dt=n. Ukoliko u izrazu
1= -DE" T+ ... 4+1)
postavimo z = 2¢, dobit ¢emo da vrijedi
on _ 1 = (2¢ = 1)(24t=D 4 odt=2) 4 ... 4 od 4 )
iz Cega slijedi (27 — 1)|(2" — 1). O
Sada uz pomo¢ prethodne leme mozemo dokazati sljedeéi teorem.
Teorem 5. [7] Postoji beskonacno mnogo pseudoprostih brojeva u bazi 2.

Dokaz. Pokazat ¢emo da ako je n neparan pseudoprost broj u bazi 2, onda je m = 2" — 1
takoder pseudoprost broj u bazi 2. Obzirom da znamo da postoji barem jedan neparan
pseudoprost broj, ozna¢imo ga s ng=341, mozemo konstruirati beskona¢no mnogo pseudo-
prostih brojeva u bazi 2 uzimajuéi ng i ngyy = 2™ — 1 za k=0,1,2,.... Svi ovi neparni cijeli
brojevi su razli¢iti obzirom da je ng <ny < -+ <np < ngyq < --- .

Neka je n neparan, slozen pseudoprost broj takav da vrijedi 2"~1 = 1 (mod n). Kako je
n slozen, znamo da je n = dt i da vrijedi 1 < d <nil <t < n. Pokazat ¢emo da je broj
m = 2" — 1 takoder pseudoprost broj tako Sto ¢emo prvo dokazati da je slozen, a zatim da
vrijedi 2! =1 (mod m).

Kako bismo pokazali da je m slozen broj, koristimo prethodnu lemu iz koje je jasno
uocljivo da je (2¢ — 1)[(2" — 1) = m. Zatim, da bismo pokazali kako vrijedi 2™~! = 1
(mod m), prvo moramo uociti da, s obzirom da vrijedi 2" = 2 (mod n), postoji cijeli broj
k takav da je 2" — 2 = kn. Dakle, 2"~1 = 22"-2 = 2 Prema prethodnoj lemi znamo da
vrijedi m = (2" — 1)|(2F" — 1) = 2™ ! — 1. Iz toga slijedi da je 2" — 1 = 0 (mod m) i
2™~ =1 (mod m) pa moZemo zakljuciti da je m pseudoprost broj u bazi 2. O
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Ukoliko Zelimo provijeriti je li cijeli broj n prost, a znamo da je 27! = 1 (mod n),
mozemo zakljuciti da je n ili prost broj ili pseudoprost broj u bazi 2. Nesto drukéiji pristup
je provjeravanje broja m u drugim bazama, tj. provjeravamo vrijedi li "~! = 1 (mod n)
za razli¢ite pozitivne cijele brojeve b. Ako pronademo bilo koji b takav da je (b,n) = 1 i
b1 £ 1 (mod n), onda slijedi da je n sloZen.

Primjer 6. Obzirom da vrijedi

73 =343=2 (mod 341)

21 =1024 =1 (mod 341),
sliged da je

7340 — 73)1137 = 21137 — (210)11 . 23 . 7
8-7=56#1 (mod 341).

Dakle, obzirom da 7%° # 1 (mod 341), moZemo zakljuciti kako je 341 sloZen broj.

Postoje sloZeni cijeli brojevi takvi da je b"~! = 1 (mod n) za sve b takve da je (b,n)=1, za

koje se ne moze pokazati da su slozeni koriste¢i metodu iskoriStenu u prethodnom primjeru.

Definicija 2. [7] SloZen cijeli broj takav da je b"~! = 1 (mod n) za sve pozitivne cijele
brojeve b za koje vrijedi (b,n)=1, naziva se Carmichaelov broj.

Primjer 7. 561=5-11-17 je Carmichaelov broj.

Rjesenge: Primijetimo, ako je (b,561)=1, onda je (b,3)=(b,11)=(b,17)=1. Dakle, iz Malog
Fermatovog teorema slijedi:

b¥»=1 (mod 3),
P =1 o 110
b'* =1 (mod 17).

Posljedi¢no gledajudi, slijedi da je % = (b*)?%° = 1 (mod 3), H°° = (b°)% =1 (mod 11)
i %0 = (b16)3 = 1 (mod 17). Dakle, slijedi da je b = 1 (mod 561) za sve b takve da je
(b,n)=1.

Pretpostavlja se da postoji beskonacno mnogo Carmichaelovih brojeva, ali to jo§ nije
dokazano. U sljede¢em teoremu dokazati ¢emo uvjete koje zadovoljavaju Carmichaelovi
brojevi.

Teorem 6. Ako je n = qiq2-- - qi, gdje su q; razliciti prosti brojevi za koje vrijedi (q; —
1)/(n —1) za sve j, onda je n Carmichaelov broj.
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Dokaz. Neka je b pozitivan cijeli broj takav da je (b,n)=1. Tada vrijedi (b,q;)=1za j=1,2,... .k
pa iz Malog Fermatovog teorema slijedi da je b%~! = 1 (mod ¢); za j=1,2,...,k. Buduéi
da za sve cijele brojeve j=1,2,... .k vrijedi (¢; — 1)|(n — 1), postoje cijeli brojevi t; takvi da
je tj(g; — 1)=n — 1. Dakle, za svaki j vrijedi "' = b@~Y% =1 (mod ¢);. Sada moZzemo

zakljuciti da je b"~1 =1 (mod n) pa je n Carmichaelov broj. O
Takoder vrijedi i obrat ovog teorema:

Teorem 7. Svi Carmichaelovi brojevi su oblika qi1q2 - - - qi, gdje su q; razliciti prosti brojevi
i vrijedi (¢; — 1)/(n —1),Y5.

Druga zanimljiva svojstva i primjene Carmichaelovih brojeva mogu se pronaci u |7].
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8 Drugi zanimljivi brojevi

U ovom poglavlju navesti ¢emo definicije jo§ nekih zanimljivih klasa brojeva [9].
Definicija 3. Cunninghamov broj je pozitivan cijeli broj oblika n2"™ + 1.

Prvih nekoliko takvih brojeva su: 1,3,9,25,65,161,385,. . ..

Definicija 4. Euklidov broj je prirodan broj oblika E, = p,# + 1, gdje je p,# umnoZak

prvth n prostih brojeva.
Prvih nekoliko takvih brojeva su: 2,3,7,31,211,2311,30031,. . ..

Definicija 5. n-ti Hardy-Ramanujanov broj, u oznaci T,(n) je najmangi pozitivan broj koji
se moZe izraziti kao suma dva kuba na n razlicitih nacina.

Prvih nekoliko takvih brojeva su: 2,1729,87539319,6963472309248, .. ..

Definicija 6. Pellove brojeve ¢ini niz brojeva, (P, ), kojeg definiramo sljedecom rekurzivnom
relacijom:
0 =)
Pilay=« 1 =1
2P, 1+ P, o ,neN\{0,1}

Prvih nekoliko takvih brojeva su: 0,1,2,5,12,29,70,169,408,. . ..

Definicija 7. Prothov broj je prirodan broj oblika N = k2" + 1, gdje je k neparan cijeli broj,
n pozitivan cijeli broj i 2" >k.

Prvih nekoliko takvih brojeva su: 3,5,9,13,17,25,33,41,49,. . ..

Definicija 8. Neka je k neparan, pozitivan cijeli broj. Tada je k Rieselov broj ako i samo

ako je za sve pozitivne cijele brojeve n, broj k2™ — 1 sloZen.
Prvih nekoliko takvih brojeva su: 509203,762701, 777149,790841,. . ..

Definicija 9. Brojevi Sierpinskog 1. wvrste su cijeli brojevi S, oblika S, = n™ + 1, za sve
cijele brojeve n. Brojevi Sierpinskog 2. vrste su neparni, pozitivni cijeli brojevi k takvi da su

brojevi oblika k2™ + 1 sloZeni za sve cijele brojeve n.

Definicija 10. Smithovi brojevi su oni sloZeni brojevi ¢ija je suma znamenki jednaka sumi

znamenki njihovih prostih faktora.
Prvih nekoliko takvih brojeva su: 4,22,27,58,85,94,121,166,. . ..

Definicija 11. Sternov broj je neparan broj koji se ne moZe zapisati u obliku 2a® + p, gdje

je a pozitivan cijeli broj, a p prost broj.

Prvih nekoliko takvih brojeva su: 1,3,17,137,227,. . ..
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Definicija 12. Prost broj Sophie Germain je prost broj p takav da je 2p + 1 takoder prost.
Prvih nekoliko takvih brojeva su: 2,3,5,11,23,29,41,53,83,. . ..

Definicija 13. Wieferichov prost broj je prost broj p takav da p?|2P~1 — 1.
Niz Wieferichovih brojeva zapocinje s: 1093,3511,. . ..

Definicija 14. Wilsonov prost broj je prost broj p takav da p*|(p — 1)! + 1.

Prvih nekoliko takvih brojeva su: 5,13,563,.. ..
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