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1. Uvod

Sedamdesetih godina proslog stoljeca teorija slu¢ajnih matrica postala je jedno od vaznijih
pitanja u teoriji brojeva. Zanimanje za slucajne matrice zapocelo je pocetkom 20. stoljeca
u kontekstu multivarijatne statistike zahvaljujué¢i J. Wishartu! koji je proucavao razlike u
karakteristikama populacija (primjerice visina, dohodak, itd.). Znatnije se pocelo razvijati
1950-ih godina zahvaljujuéi E.P. Wigneru? koji ih je primjenio u fizici. Osnovna ideja bila
je da je u situaciji kada je tesko razumijeti pojedinosti spektara povezanih s danom jezgrom
sastavljenom od mnogo kvantnih cestica s medusobnim interakcijama razumno pogledati
odgovarajuce sustave kao crne kutije i ustanoviti neku vrstu statistickog ponasanja. Inte-
res je naglo porastao kada je dovedena u vezu s nultockama od Riemannove zeta-funkcije
zahvaljujuéi radu fizicara H. Montgomerya i F. J. Dysona u kojemu je dana pretpostavka
da se grani¢na distribucija netrivijalnih nultocaka Riemannove zeta-funkcije moze opisati
granicnom distribucijom svojstvenih vrijednosti slucajnih matrica. Bududéi da je problem
odredivanja nultocaka Riemannove zeta-funkcije, odnosno tzv. Riemannova slutnja, jedan
od glavnih nerijesenih matematickih problema, takva povezanost vrlo je znacajna.

Teorija slucajnih matrica je grana matematike koja se vrlo aktivno razvija, a primjenjuje se
u razlicitim znanstvenim disciplinama povezujuci pojmove iz linearne algebre, multivarijatne
statistike, matematicke analize, teorije brojeva, teorije vjerojatnosti i fizike. Primjenjuje se
u biologiji, inzenjerstvu, medicini, ekonomiji i mnogim drugim disciplinama.

Prvo poglavlje rada zapocinje definicijom slucajne matrice, a navedena je i motivacija za
njihovo uvodenje u matematiku i fiziku. Posebno se razmatraju svojstvene vrijednosti tak-
vih matrica i njihova svojstva te je opisan Gaussov model sluc¢ajnih matrica (engl. Gaussian
unitary ensemble) za koji je mogucée dati eksplicitno rjesenje funkcije gustoée njezinih svoj-
stvenih vrijednosti.

U drugom poglavlju dana je definicija Riemannove zeta-funkcije i njezina osnovna svojstva
te je opisana njezina vaznost u opisivanju distribucije prostih brojeva. Takoder, dani su i
rezultati (pogledati [23]) koji upuéuju na povezanost nultocaka od Riemannove zeta-funkcije
sa svojstvenim vrijednostima slu¢ajnih matrica.

U posljednjem poglavlju rada opisana je primjena slucajnih matrica na financijske podatke.
Buduéi da slomovi burze cesto imaju drasti¢ne posljedice na opce stanje gospodarstva, mnogi
analiticari i ekonomisti godinama teze pronalasku teorije, odnosno modela, kojim je moguce
predvidjeti ponasanje trzista. Teorija slucajnih matrica pokazala se kao dobar alat za takve
analize sto je i objasnjeno na primjeru.

1John Wishart (1898.-1956.), skotski matematicar i statisticar.
2Eugene Paul Wigner (1902.-1995.), americki fizicar i matematicar, madarskog porijekla. Najpoznatiji je
po teoriji simetrije u kvantnoj mehanici i istrazivanju grade jezgre atoma.



2. Slucajne matrice

Podsjetimo se najprije osnovnih pojmova teorije vjerojatnosti koji su nam potrebni za razu-
mijevanje rada. Prije svega, pretpostavljamo prisutnost nepraznog skupa () kojeg nazivamo
prostor elementarnih dogadaja. Takoder, definiramo dovoljno bogatu familiju F podskupova
od  koja mora sadrzavati odredene uvjete.

Definicija 2.1. Neka je dan neprazan skup ). Familija F podskupova od ) naziva se o-
algebra podskupova od ) ako zadovoljava sljedeée uvjete:

1. D e F,

2. ako je A € F, onda je i A° € F,

3. za danu prebrojivu familiju skupova A, C F, n € N, vrijedi U A, €F.
neN

Definirajmo sada vjerojatnost na odabranoj familiji F.

Definicija 2.2. Neka je () neprazan skup @ neka familija F sadrzi odredene podskupove od
Q. Funkcija P : F — [0, 1] naziva se vjerojatnost na §) ako zadovoljava sljedece uvjete:

(i) (nenegativnost): P(A) >0, VA € F,
(ii) (normiranost): P(2) =1,

(iii) (o—aditivnost): Za danu prebrojivu familiju medusobno disjunktnih skupova (A;),c;,

I C N, iz o-algebre F, vrijedi P UAl> = ZP(Ai)‘
i€l i€l
Definicija 2.3. Neka je €2 neprazan skup, F o-algebra dogadaja na njemu i P dana vjero-
jatnost definirana na F. Uredena trogka (€, F, P) naziva se vjerojatnosni prostor.

Definicija 2.4. Neka je dan vjerojatnosni prostor (2, F, P). Svaka izmjeriva funkcija X :
0 — R naziva se realna slucajna varijabla.

Definicija 2.5. Neka je dan vjerojatnosni prostor (S, F, P). Svaka izmjeriva funkcija Z :
Q — C naziva se kompleksna slucajna varijabla ukoliko su Re(Z) i Im(Z) realne slucajne
varijable na istom vjerojatnosnom prostoru (2, F, P).

Realizacija slucajne varijable nije jednoznacno odredena pocetnim uvjetima sluc¢ajnog
eksperimenta Sto znaci da svakoj vrijednosti slucajne varijable pripada odredena vjerojatnost
da ce se realizirati.

Razlikujemo dva tipa realnih slucajnih varijabli: diskretne slu¢ajne varijable i neprekidne
slucajne varijable.

Definicija 2.6. Za realnu slu¢ajnu varijablu na vjerojatnosnom prostoru (2, F, P) kaZemo
da je diskretna ukoliko joj je skup mogucih realizacija R(x) konacan ili beskonacan prebrojiv.

Za svaku pojedinu realizaciju z; € R(z) definiramo realan broj

Distribucija diskretne realne slucajne varijable X u potpunosti je zadana skupom R(z) i

pripadnim nizom (p;),_, , (R(x) konacan), odnosno (p;),.y (R(z) beskonacan prebrojiv).

)
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Definicija 2.7. Za realnu slucajnu varijablu X kazZemo da je neprekidna slucajna varijabla
na vjerojatnosnom prostoru (0, F, P) ako postoji nenegativna realna funkcija f definirana
na skupu realnih brojeva takva da za a,b € R, (a < b), vrijeds

P(aﬁXﬁb):P(a<X§b):/bf(x)dx.

Takvu funkciju f zovemo funkcija gustoce neprekidne slucajne varijable X.

Neprekidna slucajna varijabla zadana je ako je poznata njezina funkcija gustoce i tada
kazemo da poznajemo distribuciju neprekidne slucajne varijable.
Funkcija distribucije kompleksne slu¢ajne varijable Fz : C — [0,1] definirana je kao za-
jednicka funkcija distribucije sluc¢ajnih varijabli Re(Z) i Im(Z).

Definicija 2.8. Neka je dan vjerojatnosni prostor (2, F, P) i neka My (S) oznacava skup
svth N X L matrica s koeficijentima iz S, gdje je S =R ili S = C. Svaka izmjeriva funkcija
X : Q — Myyr(S) naziva se slué¢ajna matrica.

Slu¢ajna matrica je funkcija definirana na {2 koja svakom elementarnom dogadaju w €
Q pridruzuje matricu s koeficijentima iz S. Dakle, slu¢ajna matrica je NzL matrica s
elementima X;;, « = 1,...,N,j = 1,...,L koji su slucajne varijable na vjerojatnosnom
prostoru (2, F, P).
Mi éemo se ovdje koncentrirati na hermitske matrice za koje su svojstvene vrijednosti realne
i moguce ih je rangirati. Podsjetimo se, matrica A € CV*¥ je hermitska ako vrijedi A = A*,
odnosno a;; = a@j;, za svaki ,j = 1,...N. U sluéaju A € R¥*¥ | takvu matricu zovemo
simetricna matrica.
Pogledajmo primjer jedne takve slucajne matrice.

Primjer 2.1. (Wignerova matrica)
Neka su dane dvije nezavisne familije {Z;j}1<i<; © {Y; }1<i nezavisnih i jednako distribuiranih
realnih sluéajnih varijabli s ocekivanjem 0 tako da je E[Z;;*] = 1 i za sve cijele brojeve k > 1
vrijeds

ri, := max (E[|Z;;|*], E[|Yi]*]) < oo.

Wignerova realna simetricna matrica je N X N matrica s elementima

- - i i<y
Xn(j,8) = Xn(i,5) = {“yﬁ o (2.1)
N v

Ukoliko su Y; realne slucajne varijable, a Z;; kompleksne slucajne varijable s ocekivanjem
0 tako da je E[Z;?] = 1 i E[|Z;;|?] = 1, matrica definirana s (2.1) naziva se Wignerova
hermitska matrica.

U slucaju kada su slucajne varijable Z;; i Y; Gaussove, matrica iz Primjera 2.1 naziva
se Gaussova Wignerova matrica. Ako pri tome vrijedi i E[Y;?] = 2 za Wignerovu realnu
simetriénu matricu, odnosno E[Y;?] = 1 za Wignerovu hermitsku matricu, odgovarajuéim
skaliranjem s v/ N dobivamo Gaussove modele slucajnih matrica koje ¢éemo detaljnije opisati
u nastavku rada buduéi da dozvoljavaju eksplicitnu formulu za zajednicku funkciju gustoce
svojstvenih vrijednosti.



2.1 Motivacija

Jedna od motivacija za proucavanje slucajnih matrica u matematici su permutacije. Za danu
simetricnu grupu Sy (grupa svih permutacija skupa {1,..., N}) moze se dokazati da broj
fiksnih tocaka slucajno generirane permutacije skupa {1,2,..., N} ima priblizno Poissonovu
distribuciju s parametrom 1 kada N — oo. Drugim rijecima, trag slucajne permutacijske
matrice reda N ima priblizno Poissonovu distribuciju s parametrom 1 kada N — oo. P.
Diaconis® ta razmatranja pokusao je prosiriti na druge grupe matrica: ortogonalne, unitarne
i hermitske.

Promotrimo sada permutaciju ¢ = (o(1),...,0(/N)) € Sy i zanima nas podniz od o u
kojemu su elementi sortirani od najmanjeg prema najve¢em. Primjerice, za N = 6 jedna od
mogucih permutacija je

o({1,2,3,4,5,6}) = (; !

a najdulji takav podniz je (2,4,5,6). Ono Sto nas zanima je koliko je operacija potrebno
napraviti da bismo sortirali (2,1,4,3,5,6) kao (1,2,3,4,5,6). Za N opcenito, oznac¢imo s
In(0) duljinu najduljeg podniza od o ¢iji su elementi poredani po veli¢ini. Tada znamo da
je potrebno napraviti minimalno N — Iy (o) operacija da bismo sortirali o. Sto je Iy (o) blize
N, potrebno je manje operacija da bismo sortirali niz. Medutim, za veliki N to moze biti
poprilicno komplicirano. Matematicki, problem je odrediti distribuciju od Iy(c) pri cemu
pretpostavljamo da je svaka permutacija o € Sy jednako vjerojatna, odnosno P(o) = %

(engl. the longest increasing subsequence*). Neka je
FN(]J) = P(ZN(O') S .I')
funkcija distribucije od Iy (o), x > 1. Intuitivno je jasno da vrijedi

lim Fy(z) =0,

N—o0
odnosno za fiksan x vjerojatnost da Sy nema sortirani podniz duljine Iy(0) =4 za N = 6
je velika, medutim za primjerice N = 10° nije. Neka N oznacava red simetri¢ne grupe Sy i
pretpostavimo da ima Poissonovu distribuciju s parametrom ¢,¢ > 0. Tada je Fy(x) takoder
slucajna varijabla i upravo njezina asimptotska svojstva predstavljaju vezu sa slu¢ajnim
matricama. Ocekivana vrijednost od Fy(x), > 1, mozZe se izracunati pomocéu deter-
manante Teoplitzove matrice sto dovodi do povezanosti sa slu¢ajnim matricama. Rjesenje
ovog problema je u tome da grani¢na distribucija od Iy (o) odgovara distribuciji maksimalne
svojstvene vrijednosti hermitske slucajne matrice s elementima iz Gaussove distribucije (
Tracy-Widom distribucija), t;.

lim P(ly(o) <2V N +tNs) = F(t),

N—oo

gdje je F(t) funkcija distribucije Tracy-Widom distribucije. Detaljnije rjesenje ovog pro-
blema moze se pronaéi u [20].

3Persi Warren Diaconis (1945), americki matemati¢ar i madionicar. Njegovo zanimanje za matematiku
nije bilo neovisno o njegovom interesu za magiju jer ju je primjenjivao u mnogim svojim trikovima.

4Problem je postavio Stanislaw Ulam (1909.-1984.), poljski znanstvenik u podru¢ju matematike i nukle-
arne fizike, krajem 1960-ih. U njegovu rjesenju teorija slucajnih matrica imala je jednu od klju¢nih uloga.



Vrijedi spomenuti da je prethodno navedenim rezultatima prethodilo razmatranje E.P. Wig-
nera koji je 1950-ih godina sluc¢ajne matrice primjenio u kvantnoj mehanici nastojeci opisati
ponasanje nelinearnth dinamickih sustava koji imaju kaoticno ponasanje. Temeljno nacelo
kvantne mehanike je da su energijske svojstvene vrijednosti® takvih sustava "kodirane” u
spektru njegovog Hamiltonijana® koji je hermitski operator na obiéno beskonacénodimenzionalnom
Hilbertovom prostoru. Poznavanjem Hamiltonijana sustava izravno slijedi kvantnomehanicka
jednadzba gibanja tog sustava. Medutim, problem je u odredivanju svojstvenih vrijednosti
energije E i svojstvenih funkcija ¢ pridruzenih Hamiltonijanu H (H nije poznat za svaki
specifican slucaj, a ¢ak i da ga je moguce zapisati, rijesiti problem njegovih svojstvenih
vrijednosti je iznimno velike ra¢unalne slozenosti), u vremenski neovisnoj Schrddingerovoj
jednadzbi
H+y = Ev.

Wigner je predlozio da se Hamiltonijan moze modelirati slu¢ajnom hermitskom matricom
velike dimenzije ¢ija granicna distribucija svojstvenih vrijednosti odgovara onoj od svoj-
stvenih vrijednosti Hamiltonijana. Ideja je odabrati matricni model s kojim bi se mogla
opisati istaknuta svojstva Hamiltonijana u limesu (nepredvidljivost kvantnih sustava dolazi
od nedeterministicke prirode samog sustava) i da mogu, ali i ne moraju sadrzavati svoj-
stvo reverzibilne simetrije vremena (engl. time reversal symmetry). Dosao je do zakljucka
da Wignerova matrica (pogledati Primjer 2.1) s elementima iz Gaussove distribucije dobro
modelira Hamiltonijan kvantnog sustava: realna simetricna one sa svojstvom reverzibilne
simetrije vremena, a hermitska kvantne sustave bez tog svojstva. Takav model pokazao se
kao dobar odabir bududi da svojstvene vrijednosti imaju svojstvo da je mala vjerojatnost da
su dvije susjedne svojstvene vrijednosti blizu jedna drugoj sto je slucaj i kod Hamiltonijana.
Naravno, takav pristup ne predvidava detaljne informacije o kvantnom sustavu, ali nam daje
informaciju o temeljnom poretku u naizgled nasumicnim podacima.

2.2 Svojstvene vrijednosti slucajnih matrica

Kada zelimo primijeniti slu¢ajne matrice za opisivanje danog sustava, prije svega trebamo
odabrati slu¢ajnu matricu S za null-hipotezu. Ideja je da dobivene informacije iz te matrice
mozemo razdvojiti na one koje odstupaju i one koje se poklapaju u usporedbi s vrstom
informacija koje zelimo odrediti u izvornim podacima. Neka je p,.u vjerojatnost razlicitih
dogadaja A na temelju svojstvenih vrijednosti i svojstvenih vektora matrice S. Ako proma-
tramo dogadaj A u izvornim podacima, tada null-hipotezu mozemo odbaciti s pouzdanoséu
1 — Prun-

Za razlicite familije slu¢ajnih matrica kojima je moguce opisati ponasanje sustava kojeg
promatramo zanima nas:

e granic¢na distribucija svojstvenih vrijednosti

e razumijeti jesu li te distribucije osjetljive na izbor slu¢ajne matrice u null-hipotezi,
odnosno sto se dogada sa spektrom i kakva su odstupanja ako radimo male perturbacije
nase sluc¢ajne matrice.

Podsjetimo se najprije definicije svojstvene vrijednosti i svojstvenog vektora matrice.

Svrijednosti ukupne energije dinamickog sustava koje pripadaju svojstvenim funkcijama Hamiltonijana
tog sustava
Soperator jednak zbroju operatora kineticke i operatora potencijalne energije



Definicija 2.9. KaZemo da je skalar \ svojstvena vrijednost matrice A ako postoji ne-nul
vektor T takav da vrijeds

AF = NE

)

a svaki takav T zove se svojstveni vektor matrice A pridruzen svojstvenoj vrijednosti \.

Svojstvene vrijednosti matrice A rac¢unaju se kao nultocke karakteristicnog polinoma
p(A) = det(My — A),
gdje je Iy jedini¢na matrica reda N.

Za elementarni dogadaj w € €, ukoliko slu¢ajna matrica ima svojstvene vrijednosti A; (w), . . ., Ay (w),
one su takoder slucajne varijable.

Pogledajmo sada jednostavan primjer 2x 2 matrice koji opravdava nas interes za proucavanjem
svojstvenih vrijednosti, odnosno razlika susjednih svojstvenih vrijednosti slu¢ajnih matrica.
Neka je dana slucajna matrica
A= {’El 953}
T3 L2

takva da vrijedi:

e z1, x5 ~ N(0,1) s funkcijom gustoce p(x) = BER
V2T

1
e 23~ N(0,3) s funkcijom gustoce p(z) = e

/r

i medusobno su nezavisne. Karakteristicna jednadzba matrice A dana je s
A —tr(A)) + det(A) = 0, (2.2)

gdje tr(A) oznacava trag matrice A, a det(A) determinantu matrice A. Iz (2.2) lako se dobiju
svojstvene vrijednosti matrice A

il
)\172 = 5 [.7)1 + X9 = \/(.I'l —+ .7)2)2 - 4(1’11‘2 . 1'32>:| . (23)

Neka je s
S =X — N\ (2.4)

oznacena razlika svojstvenih vrijednosti matrice A. Uvrstavanjem (2.3) u (2.4) slijedi

S = /(zy — ) + 4x52. (2.5)

Nas cilj je odrediti funkciju gustoce slucajne varijable S. Iz (2.5) vidimo da S ovisi o
tri slucajne varijable, odnosno elementima matrice x1, 29 i 3. Funkcija gustoce slucajne
varijable S dana je s

i dl‘ d.’L‘ dm
A BBy o 8 ( 3 2) i 2 3

S) = e 2 5 S — Ty — T 4$ —— —— 26
p(s) /_ V(@1 — 22)? + dag NN (2.6)

gdje je 0 Diracova delta funkcija za koju vrijedi

400, =0
o) = {0, = AL




Prelaskom na polarne koordinate, odnosno supstitucijom

x1 — xg = rcos(6)

2x3 = rsin(0) (2.7)
T+ Ty =1
dobije se
rcos(6) + ¢
r=——
2
. Y — rcos(0) (2.8)
2
By = %sin(ﬁ)
Jacobijeva matrica dana je s
Ozy  Ox1 Oz cos(9) - 1
or 00 o = —gsin(l) 3
J = |82z 0Oz Oza| _ os(fl) @iy 1
=\|or @0 o0 |= |5 ssin(d) 3|,
Oz Ozz Oz sin(6) r 0 0
ar 00 9y 2 5cos(0)

odakle se lako izracuna |det(.J)| = ;. Sada jos preostaje zapisati integral (2.6) u terminima
z (2.8).

+oo 27r +OO —Trcos T .
p(s) = 5 i/—i/ 7“5(8—7“)6[7‘/ d@/ d¢e—%[( 0s(0)b )y (reos(®))? Lo 12 sin2(g)
/g

2

+OO _% s cos ( )+ +25¢cos(0)+¢2+s c052(9) 2s¢cos(0)+ 5177,2(9))
do
271'\/—4 /

S +OO
= —se_T/ d@/ dipe” &

(2.9)

Ovdje smo koristili trigonometrijski identitet cos?(f) + sin?(§) = 1 ¢ime je integral (2.9)
znatno pojednostavljen. Takoder, vazno je naglasiti da je ovdje kljuéno sto je varijanca ne-
dijagonalnih elemenata duplo manja od varijance dijagonalnih elemenata. U sluc¢aju drugih
omjera varijanci izracunati p(s) znatno je otezano.

Cesto se p(s) prilagodava tako da izracunamo

gdje je ( fo s)ds ocekivana razlika svojstvenih vrijednosti. Za gore navedeni primjer
matrice A VI‘lJedl

2
p(s) = —e 4. (2.10)
Na Slici 1 vidimo da je graf funkcije gustoée p(s) gotovo linearan za male razlike Sto nam
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Slika 1: Graf funkcije gustoce p(s)

govori da je vjerojatnost da su dvije svojstvene vrijednosti ”vrlo bliske” jedna drugoj (s — 0)
vrlo mala (slikovito receno, svaka svojstvena vrijednost ”osje¢a” prisutnost susjedne svoj-
stvene vrijednosti i pokusava se odmaknuti, ali ne previse, engl. level repulsion). Do ovog
zakljucka dosao je Wigner te je po njemu dobilo i ime (engl. Wigner surmise).

Sljededi teorem jedan je od kljuénih za ovaj rad buduéi da daje formulu koja povezuje ele-
mente matrice koji su slucajni s njezinim svojstvenim vrijednostima. Podsjetimo se, trag
matrice jednak je sumi elemenata na njezinoj dijagonali.

Teorem 2.1. Za nenegativan cijeli broj k i matricu A € My(S) sa svojstvenim vrijednstima

Ni(A), vrijeds

N
tr(A%) =) " N(A), (2.11)
i=1
gdje je N N
tr(Ak) = Z T Z QiyioQigig * " Qig_yig *° " Pipyiy -
=1  ig=1
Dokaz. Vidi [18]. O

2.2.1 Distribucija svojstvenih vrijednosti slucajnih matrica - polukruzna distri-
bucija

Promotrimo realne simetriéne slucajne N x N matrice. Radi jednostavnosti, pretpostavimo

da elementi matrice dolaze iz unaprijed fiksirane distribucije p s o¢ekivanjem 0 i varijancom 1

i nezavisni su. Bitno je napomenuti da se ovdje koncentriramo na standardizirane svojstvene

vrijednosti 5 \A/ZN Prirodno je pitati se koliko standardiziranih svojstvenih vrijednosti mozemo




ocekivati u danom intervalu [a,b]. Neka je

MA,N(CU) = %é(S <9€ - 2%)

funkcija gustoce standardiziranih svojstvenih vrijednosti, gdje je 0 Diracova delta funkcija.
b

pan(z)dr daje nam postotak standardiziranih svojstvenih vrijednosti unutar intervala
a
[a, b].

Neka My x(A) oznacava k-ti moment za pa n(x). Sljedeca lema daje jedan od kljuénih
rezultata koji se lako dokaze primjenjujuci Teorem 2.1.

Lema 2.1. Vryjedi:

Dokaz.

O

Definicija 2.10. Neka je X neprekidna sluc¢ajna varijabla na vjerojatnosnom prostoru (Q, F, P).
Kazemo da sluc¢ajna varijabla X ima polukruznu distribuciju (engl. semicircle distribution)
na [—1,1] ako joj je funkcija gustoée dana s

P(s) = {%vl —Z, 2 <1

2.12
18 mace. ( )

Neka C(k) oznacava k-ti moment od X koja ima polukruznu distribuciju. Tada vrijedi

+o0 2 1
C(k) = / 2 P(z)dx = —/ z*v/1 — z2dz. (2.13)
55 T J-q
Supstitucijom x = sin(#) u (2.13) dobije se
_2 7 k) cos?
C(k) = sin” () cos®(0)d6. (2.14)

Zbog simetric¢nosti vrijedi C'(k) = 0, za neparan k. Za paran k, k = 2m, supstitucijom
cos?(0) = 1 — sin?(#) dobije se

Clk) = 2 /_ * m(@)de — 2 /_ * sin2™+2(9)do. (2.15)



Neka je

all — n(n—2)---4-2, ako je n paran broj (2.16)
n(n—2)---3-1, ako je n neparan broj.
Racunanjem oba integrala u (2.15) te primjenjujuéi (2.16) dobije se
(2m — ! (2m+ 1!
C(2m) =2 —
X2 (2m)! (2m + 2)I!
2m — 1)!! 2 L
_p2m -/ 2m+ (2.17)
2m)!l 2m + 2
(2m — )N
g
(2m + 2)!

Neka My = E[My (A)] oznacava ocekivanu vrijednost od My ;(A).

Teorem 2.2. Pretpostavimo da elementi realne simetricne slucajne matrice dolaze iz una-
prijed odabrane distribucije p s ocekivanjem 0 ¢ varijancom 1 te konacnim momentom svakog
wiseq reda. Tada vrijeds

lim MN,k = C(k’),
N—oo

tj. ocekwana vrijednost od My ,(A) konvergira prema k-tom momentu polukruzne distribu-
cije C(k), kada N — oo.

Dokaz. Primjenjujué¢i Lemu 2.1 lako se izracuna sljedece:

Myo = E[My,o(A)] = %E[tr([)] = %E[N] _1 (2.18)
My, = E[My,(4)] = N3/2 Eftr(A)]
2N3/2E { ; a”} (2.19)

N
2N3/ Z (2]

Takoder vrijedi: E[a;] =0,Vi=1,... N iE[a;;?)| =1, Vi,j =1,... N. Dakle, My = 0.
Nadalje, A je simetri¢na matrica pa vrijedi

N N
§ :2 : 2
= aij .

i=1 j=1

Sada imamo

1 N N
= 1ve 2 2Bl

=1 j=1
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N N
Matrica A ima N? elemenata pa je stoga Z ZE[aiJ-Q] = N?. Dakle, My, = %.
i=1 j=1

Momenti viseg reda dobiju se na analogan naéjin pa izostavljamo taj racun. Ova distribucija
je u potpunosti odredena s momentima buduéi da se njihova vrijednost ne povecava naglo
s ve¢im k pa nam je dovoljno usporediti momente distribucije svojstvenih vrijednosti i po-
lukruzne distribucije. Iz (2.17) znamo da vrijedi C'(0) = 1,C(1) = 0,C(2) = 11 C(3) =0,
a vrijednost im je jednaka prethodno izracunatim momentima polukruzne distribucije na
[—1,1]. O

Cinjenica da graniéna distribucija svojstvenih vrijednosti za slu¢ajnu matricu s neza-
visnim elementima i odgovaraju¢om varijancom odgovara polukruznoj distribuciji jedan je
od primjera univerzalnosti u teoriji slucajnih matrica. Za Wignerovu matricu definiranu u
Primjeru 2.1 grani¢na distribucija svojstvenih vrijednosti odgovara polukruznoj distribuciji
na [—2, 2| s odgovaraju¢om funkcijom gustoce.

2.3 Gaussovi modeli slucajnih matrica

Vrlo je vazno analizirati odredene prototipe, odnosno one slucajne matrice u kojima je dis-
tribucija unosa unaprijed dana i imamo uvjete na samu konstrukciju matrice. To nam je od
velike vaznosti budué¢i da je ponekad moguce reé¢i nesto o svojstvima opcenitijih slucajeva
ukoliko ih je moguce opisati jednostavnijim za koje eksplicitna rjesenja postoje. Upravo
Gaussovi modeli slu¢ajnih matrica dozvoljavaju takva eksplicitna rjesenja, a razlikuju se po
tome promatramo li realnu simetri¢nu ili hermitsku matricu.

Prije svega, napomenimo da ovdje razmatramo slucaj Gaussovih Wignerovih matrica defi-
niranih u Primjeru 2.1.

Neka Sy = {A € RV*N : A = AT} oznacava skup svih realnih simetri¢nih slu¢ajnih matrica
reda N. Gaussov ortogonalan model GOE (engl. Gaussian orthogonal ensemble) sadrzava
matrice A € Sy s elementima

Xy, 1<i<j<N
Aij=9 X, 1<j<i<N (2.20)
Xii, 1<t=j<N,

gdje su {Xj; }1<icj<oo Nezavisne i jednako distribuirane Gaussove sluc¢ajne varijable s ocekivanjem
0 i varijancom E[X2] = 1, { Xji }1<i—j<oo nezavisne i jednako distribuirane Gaussove slucajne
varijable s ocekivanjem 0 i varijancom E[X2] = 2 i pretpostavimo da su nezavisne od
{Xij}1<icj<oo- Upravo taj odnos varijanci dijagonalnih i nedijagonalnih elemenata omogucava
nam eksplicitnu formulu za zajednicku funkciju gustoce svojstvenih vrijednosti. Takoder, za
matricu M iz GOE modela i neslu¢ajnu ortogonalnu matricu Q (QQT = I) reda N distri-
bucija od M jednaka je distribuciji od OMOT.

Razjasnimo sada GOE model na primjeru 2 x 2 matrica te dokazimo da elementi takve
matrice moraju imati Gaussovu distribuciju. Neka je

A — {an a12} c 82

a2 22
matrica GOE modela. Tada P(A) mora zadovoljavati sljedece uvjete:

(i) elementi matrice su nezavisni, stoga vrijedi P(A) = Pi1(a11)Pia(a12) Paa(ags)

11



(ii) za realnu ortogonalnu matricu @ vrijedi P(QAQT) = P(A) (vjerojatnost matrice inva-
rijantna je u odnosu na odabir baze).

Teorem 2.3. Neka matrica A € Sy zadovoljava prethodno navedene uvjete. Tada element:
matrice A dolaze i1z Gaussove distribucije, odnosno Pii, Pl i Py su funkcije gustoée Ga-

ussove distribucije, a P(A) je proporcionalna e—itr(A?)

Dokaz. Promotrimo infinitezimalnu rotaciju za kut 6, odnosno matricu

~ [eos(6) —$M®}

_[14+06%) -0+ 0(6?)
@= [sin(@) cos(0)

—{9+0w% 1+0w%}’

koja tocke iz zy-ravnine rotira za kut € suprotno od smjera kazaljke na satu u odnosu na
ishodiste. Buduéi da za matricu A mora vrijediti P(QAQT) = P(A), direktnim racunom
dobije se

QAQT = | - 20a13 + O(6%) are — Bazs — aa3) +O(?)
a2 — 9(%2 - au) + 0(92) Qoo + 20a19 + 0(92)

Taylorov razvoj daje

dP
Pu(an — 26@12 —+ 0(02)) = Pn(an) — 20&12 all =+ 0(92>
10
d.P;
P12(CL12 — 9(@22 — au) + O(QQ)) = Plg(alg) — 0(0,22 — a11> da12 + 0(92) (221)
12
2 dPQQ 2
Pyo(agy + 20a15 + O(07)) = Pag(ass) + 20ay- + O(0%).

dagg

Bududi da je vjerojatnost matrice A zbog nezavisnosti jednaka umnosku vjerojatnosti svakog
elementa, uvrstavanjem izraza dobivenih u (2.21) imamo

P(QAQT) = Pii(ay; — 20a12 + 0(92))1312(&12 — 0(az — a11) + 0(92))1322(@22 + 20a15 + 0(92))

dP; dP;
= P11(a11)P12(a12)P22(a22) - 2a12P12(a12)P22(a22) = s (a22 - all)Pll(all)P22(a22) 12
daqq days
dP:
= 2a12 Py (a1) Pro(0n2) 22} +0(6?).
a22
(2.22)
Uvrétavanjem P(A) == Pll(@ll)PlQ(CLlQ)PQQ(GQQ) u (222) Slljedl
P(A) — P(QAQT) _ |: 2@12 dP11 + (a22 — CLH) dPu . 2&12 dP22
P11(a11)p12(a12)P22(a22) Pn(an) day; P12(a12) dais P22(CL22) dassy (2 23)

o <Pll(all)P129(212)P22(a22)> '

Za svaku ortogonalnu matricu @ vrijedi P(A) = P(QAQT) pa stoga koeficijent # mora
iscezavati u (2.23) ili mora vrijediti

2a12 dPn (a22 o Cln) dPio _ 2a12 dPy
Pn(an) dayy P12(a12) days P22(<122) dass

—0. (2.24)

12



Sada jednadzbu (2.24) zapisemo u obliku

1l dP12 . 2 < 1 dP11 1 dpgg)
Pn(au) dayy P22(a22) dass '

= — 2.25
CL12P12(CZ12) days Q2 — A11 ( )

Lijeva strana jednadzbe (2.25) ovisi samo o parametru ajs, a desna strana ovisi o parame-
trima aj; 1 agn. Jedino rjesenje za koje jednadzba (2.25) vrijedi za svaki izbor parametara
ay, a1z 1 age je da su obje strane jednadzbe jednake konstanti koju oznacimo s —C.

Lijeva strana jednadzbe (2.25) daje nam diferencijalnu jednadzbu prvog reda

1 dPs
== —C’, 2.26
a12P12(a12) daio ( )
odnosno P
d = = —Calgplg(alg). (227)
12

Diferenciranjem (2.27) dobivamo

C —Caq 2
Pia(a12) = 4/ 5& ° - (2.28)

Takoder je i svaki aPia(aia) rjesenje jednadzbe (2.27), za proizvoljan «. Vidimo da Pio

predstavlja funkciju gusto¢e Gaussove distribucije N (0, %) pa mora vrijediti C > 0. Za C' =

1 funkcija dana s (2.28) predstavlja funkciju gustocée standardizirane Gaussove distribucije.

Sada analizirajmo desnu stranu jednadzbe koja je takoder jednaka konstanti —C', odnosno
vrijedi

2 < 1 dbPy 1 dP22> _

Qg9 — A11 Pu(an) dayy P22(a22) dagy '

Buduéi da lijeva strana od (2.29) ovisi o dva parametra aj; i ags, cilj nam je zapisati ju tako
da svaka strana jednadzbe ovisi o jednom parametru. Ra¢unanjem se dobije

(2.29)

2 dpll 2 dP22
— 4+ (Cayy = ———== 4+ Cay,. 2.30
Pn(an) day, H P22((122) dagy - ( )

Jedino rjesenje za koje jednadzba (2.30) vrijedi za svaki izbor parametara ai; 1 as je da su
obje strane jednadzbe jednake konstanti koju oznacimo s C'D. Rac¢unanjem se dobije

dP,
g1

dae —C(ai1 — D)Pui(an), (2.31)
a1
dP.
2d = = —C(CLQQ — D)PQQ(CLQQ). (232)
22

Ponovno smo dobili diferencijalne jednadzbe prvog reda ¢ija su rjesenja

C -c(ay,-D)?

Pll(a11> = Ee 4 ] (233)
C  -Clagy-D)?

P22(a22) = Ee 242 g (234)
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Konacno, funkcije gusto¢e Pi1, Pio i Pee dane su s

*C(an D)2
P11 a11 4— (235)
C *Cal
P12 CL12 M 271' 2 (236)

C’ ~C(agp~D)?
Py (ags) e (237)

7T

Za D =01iC =1 vidimo da a1, a2 ~ N (0,2) i a;a ~ N (0,1). Zbog nezavisnosti elemenata

matrice A slijedi
*au *a12 —a9o?
P(A) = \/> \/> \/> 1

1 —i (a112+2a12%+a22?)
477\/ 2w

47?\/ 27T

- T?"(AQ) i

O

Analogan rezultat moze se dokazatiiza A € Sy GOE modela koja je u potpunosti odredena
w elemenata, odnosno odabirom N dijagonalnih elemenata i NN=1) elemenata iznad
glavne dijagonale.

Sada ¢emo definirati Gaussov unitaran model te pokazati da za oba modela postoji formula
za zajednicku funkciju gustoce svojstvenih vrijednosti.

Neka My = {4 € CV*N . A = A*} oznacava skup svih hermitskih slu¢ajnih matrica
reda N. Gaussov unitaran model GUE (engl. Gaussian unitary ensemble) sadrzava matrice
A € My s elementima

Xij+iZij, 1§Z<]§N

Aij = in — iZji7 1< _] <1 <N (238)

Xii, 1<:=j5<N,
gdje su {Xi;h<icjcoo 1 {Zij}i<icj<oo nezavisne familije nezavisnih i jednako distribuira-
nih Gaussovih slucajnih varijabli s otekivanjem 0 i varijancom E[X}] = E[Z}] = 1, a
{Xii}lgi:j<oo familija nezavisnih i jednako distribuiranih Gaussovih slucajnih varijabli s
otekivanjem 0 i varijancom E[XZ2] = 1 i pretpostavimo da su nezavisne od {X;; 1 <icjcoo 1

{Zij}1<icj<co. Kaoiu slucaju GOE, odnos varijanci dijagonalnih i nedijagonalnih elemenata
omogucava nam eksplicitno rjeSenje za zajednicku funkciju gustoce svojstvenih vrijednosti.
Takoder, za matricu M iz GUE modela i neslu¢ajnu unitarnu matricu U (UU* = I) reda N
distribucija od M jednaka je distribuciji od UMU™.

Neka Hy®, B8 = 1,2, oznacava familiju slu¢ajnih matrica X GOE modela za g = 1, od-
nosno GUE modela za 3 = 2 sa zajednickom funkcijom gustoée elemenata py®. Neka su
s {Xijtijen 1 {Yij}ijen dane nezavisne familije nezavisnih i jednako distribuiranih realnih
slucajnih Gaussovih varijabli s ocekivanjem 0 i varijancom 1 (odgovarajué¢im skaliranjem
dode se do odnosa varijanci za GOE, odnosno GUE).
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Neka su po™M, psM, ... redom zajednicke funkcije gustoée elemenata realnih simetri¢nih
matrica

\/§X11 X12 X13

2X X

X 2X

po V2 Xi3 Xos  V2X33

Takoder, neka su p,@, p3@, ... redom zajednicke funkcije gustoée hermitskih matrica
X X12\-}-§Z'Y12 Xi3+iYig

V2 ; V2
Xi13—1Y13  Xo3—1Yo3 X
V2 \/5 33

- Xi2+iYio o N \/i‘y
Xig—i¥ip j(/ﬁ € H,®, [tz X, Emis) oy,
V2 22

Pri tome je py® dana s

- 2
oy By~ e, Bl (2.39)
N = (X2 ;
2_%7_N2 e_t & ), A=2.

Definirajmo prvo Vandermondeovu determinantu kako bismo mogli dati formulu za za-
jednicku funkciju gustoée svojstvenih vrijednosti od X. Matricu u oznaci Vy(z) definiranu
S

1 = .%'12 e CUlN_l

1 29 (L'22 . Z'QN—I
ValE) = .

1 zn .’L‘N2 P i I'NN_I

nazivamo Vandermondeova matrica. Retci Vandermondeove matrice su geometrijski nizovi.

Teorem 2.4. Neka je v = (z1,...,2y5) € CN. Determinanta Vandermondeove matrice u
oznaci A(z) jednaka je polinomu

A(z) = H (z; — 25).

Teorem 2.5. (Zajednicka funkcija gustoce svojstvenih vrijednosti: GOE i GUE)

Neka je X € Hy? slucajna matrica sa zajednickom funkcijom gustoce elemenata py®,
B =1,2. Zajednicka funkcija gustoce njezinih svojstvenih vrijednosti Ay < --- < Ay dana je
s

N
A2
PO, - AN) = NIOV T con A, . M) P [ e 7, (2.40)
i=1
gdje je
-1
—+oco “+o00 "
N'CNﬁ:N' (/ / |A<)‘17 7)‘n)|6H€ 641 )
—ae —00 i=1
BN(N-1) | N N
— (271')_% (é) R H F(g)
2 @)

Pri tome, za realan s > 1 s

definirana je gama funkcija.



Dokaz. Vidi [2]. O

Sada ¢emo razjasniti Teorem 2.5 na primjeru 2 x 2 matrica GOE modela. Neka je

A:{x y} &S
y ]

matrica GOE modela i neka su A\; < A2 njezine svojstvene vrijednosti. U svrhu odredivanja
distribucije ideja je napraviti zamjenu varijabli, odnosno napraviti parametrizaciju elemenata
matrice u smislu njezinih svojstvenih vrijednosti i svojstvenih vektora. Za matricu A koja
zadovoljava uvjete GOE modela funkcija gustote dana je s

1 _ 1 r 2
p(z,y,2) = A, (2.41)

A/ 271'

Neka je p(A1, A, 0) funkcija gustoée matrice A u prostoru (A, Ag, 0). Prema teoremu

Teorem 2.6. Svaka se realna simetricna matrica A moZe dijagonalizirati ortogonalnom ma-
tricom () promjene baze tako da se na dijagonali pojave svojstvene vrijednosti matrice A
onoliko puta kolika je kratnost svojstvene vrijednosti koju ima kao korijen svojstvenog poli-
noma.

cos(0) —sin(0)

sin(0)  cos(0) ]’ b & ([0, 2al,

za takvu matricu A postoji ortogonalna matrica () = {

rlx y A1 0O
oly o= 2] -+

Buduéi da za ortogonalnu matricu @ vrijedi Q7 Q = I, vrijedi i
B T |cos(d) —sin(8) cos(f)  sin(0)
4 =GNG" = [sm(@) cos(f) } [O AJ {— sin(f) cos(0)
_ Jeos?(0)A; + sin*(0) Ay cos(6) 51n(0)(/\1 )| [z oy
~ |cos(0) sin(0)(\; — X)) sin?(0)A; +cos?(@) N | T |y 2|
Iz (2.42) vidimo da je promjena varijabli z,y i z u odnosu na transformaciju @) linearna u

parametrima A; i Ay. Kako bismo dobili zajednicku funkciju gustoée od A i Ag, p(A1, Ag, 0)
integriramo po 6, odnosno

tako da vrijedi

(2.42)

P 2a) = [ B0, e, 0)d0. (2.43)

Prema teoremu o zamjeni varijabli za funkcije vise varijabli, imamo

///p(x’y’z)dxdyd’z:///|d€t(J)|]5(/\1a>\2a9)d)\1d/\29,

gdje je J Jacobijeva matrica. Matrica J dobije se diferenciranjem x,y i z iz jednakosti (2.42)
i jednaka je

cos*(0) sin?(#) sin(20)(Ay — Ay)
J = |cos(f)sin(f) —cos(f)sin(0) cos(20)(Ae — A1) | . (2.44)
sin?(9) cos?(0) —sin(20) (A2 — A1)

Bududi da se u tre¢em stupcu matrice J izraz (Ay — A1) pojavljuje u svakom elementu, imamo

|det(J)] =[xz — Ai]g(6), (2.45)
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gdje je g(0) apslutna vrijednost determinante matrice J bez (Ay — A;) u treéem stupcu.
Mozemo izostaviti apsolutnu vrijednost kod |[Ay — A;| buduéi je A\; < Ay. Prema Teoremu
2.1 vrijedi Tr(A2%) = \;® 4+ Ay? i to ne ovisi o paramteru #. Dakle, funkcija gustoée matrice
A sa svojstvenim vrijednostima A; i A2 dana je s

1

ﬁ()\lv )‘279) = 471_\/%6_%()\12—’_)\22)- (246)

Radi jednostavnosti pretpostavimo da je C' = 1, odnosno da imamo standardiziranu Ga-
ussovu distribuciju. Tada vrijedi

1

T 2T

p(z,y, z)dzdydz = |det(J)| e 1) 1) dgdb. (2.47)
Supstituiranjem (2.45) u prethodnu formulu (2.47), dobije se

9(0) —1(024202)
Y, 2)dxdydz = Ao — A 2T A d o db. 2.48
p(z,y, z)dxdydz 47“/%(2 1)e 1d s (2.48)

Sada iz (2.43) imamo

1 1
P(A1, A2) = o / (Ao — Ay )e” 1220 (Yo

:Cl<)\2 . )\1)6_%()\12"’_)\22)’

(2.49)

gdje je C' = 4m1/% J 9(0)do, a pri tome mora i zadovoljavati ¢injenicu da je p(A1, A2) funkcija

gustoce.

Funkcija gustoce svojstvenih vrijednosti za GUE dobije se na analogan nacin kao i za GOE
pa taj postupak izostavljamo.
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3. Riemannova zeta-funkcija

Eulerovu zeta-funkciju za realne brojeve prvi je definirao L. Euler” 1737. godine i dokazao
povezanost s prostim brojevima kroz tzv. Fulerovu produktnu formulu.

Teorem 3.1. (Eulerova produktna formula)

Za realan s > 1 vrijeds
<= 1 1
= E - = I | 3.50
C(S) £ . ; 1 _p_s> ( )

gdje p ide po skupu prostih brojeva.

Dokaz. Neka su s pq,...,pg oznaceni prvih k prostih brojeva. Za svaki prost broj p;, ¢ =
1, .« & wrijedi |pL < 1 pa je zbog toga geometrijski red
—+o00
1 1 1 1
= 14— = + + o= p_ks (351)
1 — pi—s pis pi2s pi3s kZ:O

konvergentan. Tada je produkt

i 1 1 1 E,
[Mi+—=+—+—+-)=]—— (3.52)
bi bi Di i1

T i 4 1— pi_s

konacan i sadrzi samo pozitivne ¢lanove pa je stoga apsolutno konvergentan. Za s > 1
definiramo

= 11 1 L1
Pu(s) =] 1+F+F+p-3s+”' :Hil_p.—s' (3.53)

=1 i=1

Cilj nam je pokazati da Py(s) — ((s) kada k — oco. Ako raspisemo produkt dan s (3.53),
opdi ¢lan u nastalom redu je #, gdje je n = p1° - - pr i e; > 0. Prema Osnovnom teoremu
aritmetike koji kaze da je prikaz svakog prirodnog broja vec¢eg od 1 u obliku produkta
potencija prostih brojeva jedinstven do na poredak faktora, svaki takav n odgovara to¢no

jednom ¢lanu u Pg(s), odnosno

B(s)=Y =

neAyg
gdjeje Ay ={n:n=p“ - -p*, e; > 0}. Bududi da je svaki n ¢ A djeljiv s nekim prostim
brojem p > py, vrijedi n > pg. Dakle, za s > 1 slijedi

1 1 1
n¢Ak n>py n<pi

Kako je s > 1, parcijalne sume reda Y - konvergiraju prema ((s) pa stoga vrijedi

> o ls),

n<pg

k — oco. Stoga |Px(s) — ((s)| — 0, k — oo pai Py(s) — ((s). O

"Leonhard Euler (1707.-1783.), $vicarski matematicar, fizi¢ar i astronom. Najpoznatiji je po svom do-
prinosu matematickoj analizi i teoriji brojeva, posebice za koriStenje beskonac¢nih suma i produkta te za
modernije zapise matematickih pojmova.
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Sredinom devetnaestog stolje¢a B. Riemann® je pokazao da se Eulerova zeta-funkcija uz
odredene uvjete moze definirati i za kompleksne brojeve te time uspio do¢i do jedne od
najvaznijih primjena Riemannove zeta-funkcije, a tice se odredivanja distribucije prostih
brojeva. Medutim, najvaznija je Riemannova slutnja koja govori o nultockama Riemannove
zeta-funkcije koju je postavio sam B. Riemann, ali je do danas nitko nije uspio dokazati niti
opovrgnuti.

Riemannovu zeta-funkciju mozemo shvatiti kao poopcenje Eulerove zeta-funkcije na kom-
pleksnu varijablu s. Podsjetimo se, pod opéim Dirichletovim® redom smatramo red oblika

gdje je s € C i (an)nen niz kompleksnih brojeva. Takoder, moze se dokazati da Dirichletov
red konvergira za Re(s) > 1, a divergira za Re(s) < 1 (za dokaz pogledati [15]). Nas
iskljuc¢ivo zanima Dirichletov red u kojemu je a, = 1, za sve n € N, tj. red

+001—1+1+1+
ne 2 g T

n=1
za sve s € C za koje konvergira.

Definicija 3.1. Riemannova zeta-funkcija definirana je kao red

)= - (3.54)

ns’
=1

za s € C takav da je Re(s) > 1.

Red definiran s (3.54) konvergira za sve s € C takve da je Re(s) > 1, a divergira za
Re(s) < 1. Moze se dokazati da Eulerova produktna formula dana s (3.50) vrijedi i za
s € C, Re(s) > 1, a posebnu pozornost ima u analitickoj teoriji brojeva jer omoguéuje
primjenu metoda analize za proucavanje prostih brojeva.

Formula za vrijednost Riemannove zeta-funkcije u parnim prirodnim brojevima je poznata

i dana s .
k41 (277')

C(2k) = (-1 S B

gdje By oznacava Bernoullijev broj. Pitanje odredivanja sume reciprocnih vrijednosti kva-
drata svih prirodnih brojeva ((2), poznato kao Baselski problem, rijesio je L. Euler 1735.

godine i dokazao ((2) = %. Zanimljivo je da se odgovarajuéom zamjenom varijabli ((2)
moze izracunati kao zbroj povrsina dvaju trokuta buduéi da izraz # odgovara povrsini po-

e—nT

druc¢ja desno od y-osi, lijevo od z-osi i i ispod krivulje dane s y = (za detalje pogledati
[16]). O aritmetickim svojstvima brojeva ((2k + 1) ne znamo puno i ne mozemo ih odrediti
eksplicitno kao za parne brojeve.

Prije nego krenemo sa svojstvima Riemannove zeta-funkcije, definirajmo osnovne pojmove
iz kompleksne analize potrebne za njhovo razumijevanje.

8Bernhard Riemann (1826.-1866.), njemacki matematic¢ar. Opéenito se smatra jednim od najve¢ih ma-
tematicara 19. stoljeca.

9Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805.-1859.), njemacki matematicar ¢ija je zasluga suvremena
”formalna” definicija funkcije.
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Definicija 3.2. Za funkciju f : Q — C kaZemo da je analiticka (holomorfna) ako je deri-
vabilna 1 deriwacija f' je neprekidna na Q). Za funkciju f kaZemo da je analiticka u tocki z
ako postoji okolina tocke zq na kojoj je f' analiticka.

Definicija 3.3. Neka je @ C C i f: Q — C dana funkcija. Kazemo da funkcija f u tocki
zo € IntQ) = Q\ 090 ima singularitet ako u tocki zy funkcija f nije analiticka ili uopée nije
definirana u toj tock:.

Definicija 3.4. Za singularitet zq kaZemo da je izolirant singularitet funkcije f ako je f
analiticka funkcija na nekom probusenom krugu K*(zy, R) oko tocke z.

Postoje tri vrste izoliranih singulariteta: uklonjivi, polovi i bitni singulariteti (za detalj-
nija objasnjenja pogledati [26]).

Pokazimo sada da je ((s) analiticka na Re(s) > 1. Za Re(s) > x > 1 vrijedi

|n—sl _ |e—sln(n)| _ e—Re(s) In(n) Z e—xln(n) _ n—a:’

odakle slijedi da red ) _n™* konvergira apsolutno i uniformno na zatvorenoj poluravnini
Re(z) > x, za svaki x > 1. Prema tome, ((s) je analiticka na skupu Re(s) > 1 buduéi je red
(3.54) kojim je funkcija definirana apsolutno i lokalno uniformno konvergentan.

Takoder se moze pokazati da postoji analiticka ekstenzija od ((s) na C'\ {1}, a u tocki s =1
ima pol prvog reda i reziduum 1. Podsjetimo se, ako su f; : ; — C1i f5 : 3 — C analiticke
funkcije takve da je €y C €y i vrijedi f2|ﬂl = fi1, kazemo da je fy analiticka ekstenzija
funkcije f.

3.1 Funkcijska jednadzba i analiticka ekstenzija

Eulerova produktna formula prva je od mnogih vaznih svojstava od ((s). Sljedeéi je korak
pokazati da ((s) ima analiticku ekstenziju na C \ {1}. U tu svrhu podsjetimo se najprije
definicije i osnovnih svojstava gama funkcije.

Definicija 3.5. Za sve s € C takve da vrijedi Re(s) # —n,n € NU {0}, gama funkcija
definirana je nepravim integralom

+o0
I'{s) := / e ‘57 1dt.
0

Sljedeci teorem, kojeg navodimo bez dokaza, daje nam neke od vaznijih svojstava gama
funkcije.

Teorem 3.2. I['(s) ima sljedecéa svojstva:

1. T(s+1) =sl(s)

2. za sve s € C\ Z vrijedi I'(s)['(1 — 5) = —F

sin(ms)
3. T(s)T(L + s) = 212737 (2s)

(=13*
DI

4. ima analiticku ekstenziju na C\ {0 — 1,—2,...} i reziduumima
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Supstitucijom x = tr te iz definicije gama funkcije slijedi
S S +oo S S
a 2[ (—) :/ ey I 3dy
2 0
+o0 s A
= / e (wt): \n i wdt (3.55)
0

+oo
= / e "ttt
0

Uvrstavanjem jednakosti dobivene u (3.55) te supstitucijom y = -5, za Re(s) > 1 dobije se
sljedece:

> 0 s 2
= Z/ y2 ey,
n=1+0

Nepravi integral dan s (3.56) konvergentan je za Re(s) > 0 u objema granicama $to znaci
daired dan s (3.56) konvergira. Dakle, zadovoljen je teorem o monotonoj konvergenciji koji
omoguc¢uje zamjenu redoslijeda integracije i sumiranja pa primjenom tog teorema na (3.56)
slijedi

+oo au
72T (g) tls) = / y2! Ze_mﬂydy. (&57)
0 n=1
Neka je sada
h(y) =Y e™v, y>0. (3.58)
n=1
Tako definirana funkcija h povezana je s Jacobijevom theta funkcijom 0(y) = Z e ™Y
izrazom 0(y) = 1 + 2h(y). Takoder se moze pokazati da vrijedi )
1
0 1 Vyo(y), y>0,
odnosno
1 1
n () = 5(/E+2h() — 1)
y (3.59)

Vi

—5 1 Vyh(y), y>0.
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Sada (3.57) zapisemo u terminima od h(y) na sljede¢i nacin:

72l (g) ¢(s) Z/Olyg‘lh(y)der/oo y2 ' h(y)dy. (3.60)

1

1
Primjenom metode supstitucije y — % na / y2 1 h(y)dy slijedi
0

75T (g) £(s) = /:O y~31h @) dy+/loo 5 h(y)dy. (3.61)

Sada uvrstavanjem (3.59) u prvi intergral s desne strane jednadzbe (3.61) imamo

/loo y 2 'h (i) dy = /100 y 2! (@ # @h(y)) dy .

1

=5 [ (Vy—-Ly i ldy+ [ hy)y
2 /1 1
Za Re(s) > 1 lako se pokaze da vrijedi
1 [ s 1 1 1
5/1 (Vy—1y i dy = ——=- : (3.63)

s—1 s s(1—s)

(l—

25)_1dy.

Uvrstavanjem (3.63) u formulu danu s (3.61) slijedi

75T G) ¢(s) = /1°° y3 ' h(y)dy + /100 By =ty — s(1 1— s)

N - . (3.64)

_ % s_1 4=38) 3 i — ‘

e e U
1z
oo oo 1
—7rn2 —(mTy)n
Bly) =) eV <y et = ——

n=1 n=1

mozemo zakljuciti da h(y) apsolutno konvergira sto implicira apsolutnu konvergenciju ne-
pravog integrala danog u (3.64) na C. Formula (3.64) ima smisla za sve s € C\ {0, 1}.
Medutim, s = 0 ne predstavlja problem buduéi da vrijedi

(S]]

7z 1 B T - m
N OFREE e R

Dakle, pronasli smo analiticku funkciju na C\ {1} s jednostavnim polom u s = 1 i koja je
jednaka ((s) za Re(s) > 1. Stoga mozemo definirati funkciju

£l %s(s —~)niT (5) ¢(s) (3.65)

nazvanu kompletirana zeta-funkcija koja predstavlja analiticku ekstenziju od ((s) na C\ {1}
i zadovoljava funkcijsku jednadzbu

&s) = (1 —s). (3.66)

Ovo nije jedina analiticka ekstenzija Riemannove zeta-funkcije (za vise dokaza pogledati [1]),
ali zbog jedinstvenosti sve analiticke ekstenzije svode se na (3.64) na bilo kojoj domeni na
kojoj su definirane.

Sljedeci teorem daje nam jedno od najvaznijih svojstava Riemannove zeta-funkcije.
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Teorem 3.3. Riemannova zeta-funkcija zadovoljava funkcijsku jednadzbu

s

C(1—s) = (Qi)scos ()T, (3.67)

Dokaz. Jednadzbu (3.66) zapisemo u obliku

7T (g) ¢(s) = 7*=°T (1 _ S) C(1—s). (3.68)

Sada iz (3.68) imamo

). (3.69)

Koristeci trecu tvrdnju iz Teorema 3.2, dobije se

1-— 1
r ( S) T (1 . f) = 257iT(1 — 5). (3.70)
2 2
Sada (3.70) zapisemo u obliku

. (1—3) _ 2wl (1 — 5) (3.71)

Uvrstavanjem (3.71) u (3.69) slijedi

(-5 _T(EIrI-3)
¢(s) (27)°T (1 —s)

Konacno, koriste¢i drugu tvrdnju iz Teorema 3.2 i sredivanjem dobivene jednadzbe slijedi

(3.72)

s

(272T)5 cos <7> ['(s)C(s).

((1-s)=

]

Iz funkcijske jednadze (3.67) vidimo da je dovoljno razumijeti ((s) npr. na skupu Re(s) >
% jer ako znamo vrijednost ((s) u proizvoljnom kompleksnom broju s # 0,1, onda znamo
njezinu vrijednost i u 1 — s koji je centralno-simetrican broju s u odnosu na %

3.2 Nultocke Riemannove zeta-funkcije

Jedno od vaznijih pitanja u ovom radu je sto ¢ini skup nulto¢aka Riemannove zeta-funkcije.
Znamo da vrijedi cos (%‘9) =0,zasve s € {...,—5 —-3,—1,1,3,5,...}, ali buduéi da gama
funkcija ima jednostavne polove za sve negativne cijele brojeve i nulu ne uzimamo u obzir
s € {—1,-3,-5,...}. Takoder, {(s) ima jednostavan pol u s = 1 pa to ne moze biti njezina

nultocka. Dakle, iz funkcijske jednadzbe (3.67) slijedi

((1—s)=0, za s€{3,5,...},
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odakle zaklju¢ujemo da ((s) ima nultocke u tockama s = —2k, k € N koje se nazivaju tzv.
trivijalne nultocke. Funkcijska jednadzba (3.67) u kombinaciji s Eulerovom produktnom
formulom daje jos jedan vazan rezultat o nultockama. Znamo da

¢ ===

p

gdje p ide po skupu prostih brojeva, vrijedi za s € C t.d. Re(s) > 1, a ne postoji takav
s koji zadovoljava 1—;la~s = 0, za prost broj p. Dakle, za s € C, Re(s) > 1, ((s) nema
nultocaka. Nadalje, zbog povezanosti ((s) i ((1—s) iz funkcijske jednadzbe (3.67) i ¢injenice
da nema nultocaka za Re(s) > 1, mozemo zakljuciti da nema nultoc¢aka niti za s takve da
je Re(s) < 0. Takoder se moze dokazati da ((s) nema nultocaka na pravcima Re(s) = 0 i
Re(s) = 1.

Iz prethodno navedenog jasno je da se netrivijalne nultocke s € C od ((s) nalaze unutar
otvorene pruge 0 < Re(s) < 1 koja se naziva kriticna pruga paralelnoj sa y—osi i simetri¢noj
u odnosu na pravac Re(s) = % Netrivijalne nultocke Riemannove zeta-funkcije odgovaraju
nultockama njezine analiticke ekstenzije £ i one su simetri¢ne s obzirom na pravac Re(s) = %
i realnu os sto nam govori da ako je p netrivijalna nultocka Riemannove zeta-funkcije, onda
je 1 p takoder njezina nultocka. Riemann je postavio slutnju da su one oblika % + 2b.

Slutnja 1. (Riemannova slutnja)
Sve netrivijalne nultocke Riemannove zeta-funkcije leze na kriticnom pravcu Re(s) = %

y ' |

Im | h
: |
1/2+i30 42487
1/2+i25.01085...
11242102203 ..
I
112+i14.13472...
1
—o o : >
2 0 3

1 Re
I
1/2—i11|L13472...

1/2-121.02203...
1

1/2-25.01085. ..
1

1/2-30.42487 .

Re(sj1/2 telskd

Slika 2: Nultocke od ((s) u kompleksnoj ravnini
Ta pretpostavka nazvana Riemannova slutnja ima posebnu pozornost u teoriji bro-

jeva buduéi da mnogi teoremi njezinu istinitost koriste kao polaznu tocku, medutim brojni
pokusaji da se dokaze ili opovrgne do danas nisu uspjeli. Numericki je provjerena za mnoge
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brojeve i iako je engleski matematicar G. H. Hardy'® dokazao da ((s) na kritiécnom pravcu
Re(s) = % ima beskona¢no mnogo nultoc¢aka, jos nije dokazano da niti jedna netrivijalna
nultocka ne lezi negdje u kompleksnoj ravnini izvan kriticnog pravca. Sam B. Riemann us-
pio je odrediti nekoliko prvih nultoc¢aka koje su sve imale realan dio jednak % Do danas je
poznato oko 10'® nultoc¢aka i sve takoder imaju realan dio %, ali to nam ne garantira istinitost

Riemannove slutnje.

3.3 Riemannova zeta-funkcija i prosti brojevi

Prosti brojevi pobuduju zanimanje matematicara jos od antickih vremena. Od trenutka
kada je Fuklid dokazao da prostih brojeva ima beskonacno mnogo, prosti brojevi dobivaju
ali jedno od najznacajnijih pitanja je postoji li neka pravilnost u njihovom pojavljvanju na
brojevnom pravcu realnih brojeva.

Broj prostih brojeva koji su manji ili jednaki od nekog realnog broja x oznacava se s m(z).
Promatrajuéi graf funkcije w(x), C. F. Gauss!! je dosao do zakljucka da je monotono rastuéa
na slican nac¢in kao i logaritamska funkcija. Uocivsi to, odlucio je aproksimirati 7(x) kvoci-
jentom

fla) = —— (3.73)

gdje je s In(z) oznacen prirodni logaritam broja z. Kasnije je C. F. Gauss predlozio jos bolju
aproksimaciju od 7 funkcijom Li poznata pod nazivom logaritamska integralna funkcija koja
je dana s

Todt
Li(z) = / —. 3.711
@=[ o (3.74)
Prethodna zapazanja kao dio zakonitosti distribucije prostih brojeva dana su sljede¢im te-
oremom koji opisuje tzv. asimptotsko ponasanje od 7.

Teorem 3.4. (Teorem o prostim brojevima)

Teorem 3.4 nam kaze da je n-ti prost broj p, asimptotski jednak nIn(n), ali nam ne daje
informacije o gresci pri takvoj aproksimaciji.

Slutnja 2. Za svaki € > 0, postoji ng € N takav da je
[w(n) — Li(n)| < n2*,
za sven € N, n > nyg.

Iskazana slutnja govori da je greska pri aproksimaciji w(n) s Li(n) u sustini y/n. Ova
slutnja ekvivalentna je Riemannovoj hipotezi Sto znaci da u slucaju njene istinitosti imamo
jos bolju aproksimaciju distribucije prostih brojeva nego sto ju daje Teorem o prostim bro-
jevima.

0Godfrey Harold Hardy (1877.-1947.), engleski matematicar. Zasluzan je za mnoge rezultate u mate-
matickoj analizi i teoriji brojeva.

" Jochann Carl Friedrich Gauss (1777.-1855.). Poznat po kljuénom doprinosu razvoju teorije brojeva,
analize, diferencijalne geometrije, geodezije, magnetizma i astronomije.
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3.3.1 Riemannova eksplicitna formula
B. Riemann je koristio 7(z) da definira svoju vlastitu funkciju prebrojavanja J nazvanu

Riemannova distribucija prostih brojeva. Funkcija J dana je s

T@=3

n<g

(3.75)

gdje je p prost broj. Veza izmedu nultocaka od ((s) i distribucije prostih brojeva veé je

ranije navedena kroz tzv. Eulerovu produktnu formulu
1
(3.76)

C(s) = Hl——p—S’

p
gdje p ide po skupu prostih brojeva. Logaritmiranjem obje strane jednadzbe (3.76) i koristedi

Taylorov razvoj za funkciju In slijedi:

P
- . ps 2p25 3p3s (377)
-y
n
p n
Vrijedi
(3.78)

Uvrstavanjem (3.78) u (3.77) slijedi
1ot
In¢(s) = - oy,
n((s) Szzn/n & °
p n 3
Bududi da (3.79) apsolutno konvergira za Re(s) > 1 mozemo je zapisati na sljedeéi nacin:

In((s) = 5/0+oo pz %x—s—ldx -

n<g
+oo
= s/ J(z)z™*dz.
0

Pogledajmo sada povezanost od J(x) i w(z). Primijetimo da je broj kvadrata prostih brojeva
manjih od x oc¢ito jednak W(I‘%). Analogno dolazimo do zakljucka da je broj n-tih potencija

prostih brojeva manjih od z jednak W(l‘%) Tada J(z) mozemo zapisati kao

(3.79)

(3.81)

J(z) = n(z) + %m%) bt et 4o

Vazno je spomenuti da je funkcija J konacna jer za neki n vrijedi W(Z'%) = 0 budu¢i da nema

prostih brojeva manjih od 2.
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Primjerice, J(100) = m(100) + 37(10) + - -+ + 17(1.9307) ~ 28.5333, a znamo da prostih
brojeva manjih od 100 ima 25.
Neka p(n) oznacava Mobiusovu funkeiju danu s

1, n=1
px) =< (=1)* n=np; - p gdje su py,...,p; razliciti prosti brojevi (3.82)
0, inace.

Primjenom Mobiusove formule inverzije na funkciju J(z) danu s (3.75) dobije se

m(@) =) %H)J(a:i), (3.83)

sto povezuje funkciju distribucije prostih brojeva 7 i Riemannovu funkciju distribucije prostih
brojeva J.

1859. godine Riemann je dosao do jednog od najvaznijih zapisa funkcije J:

ﬂ@:u@y-z:u@ﬂ—mm+/w%i%ﬁﬁy (3.84)

p:(p)=0

pri ¢emu p ide po skupu netrivijalnih nultocaka od ((s). Takav zapis predstavlja poboljsanje
Teorema o prostim brojevima, odnosno tocniju procjenu prostih brojeva manjih ili jedna-
kih nekom realnom broju x. Dva posljednja izraza iz (3.84) daju infinitezimalnu promjenu
vrijednosti funkcije za velike z, a ) | p¢(p)=0 Poboljsava gresku dobivenu pri procjeni Li(®).
Riemannova aproksimacija bolja je u usporedbi s Gaussovom. Dokazao ju je H./von Man-

goldt!? 1895. godine tako §to je umjesto log({(s)) promatrao njezinu derivaciju %((;)).

3.4 Nultocke Riemannove zeta-funkcije i slucajne matrice

Veé smo spomenuli da je dokazano da na kriticnom pravcu lezi beskonacno mnogo netrivi-
jalnih nultocaka Riemannove zeta-funkcije. Sada navodimo teorem koji se odnosi na njihovu
procjenu, a govori o broju netrivijalnih nulto¢aka koje se nalaze ispod neke zadane visine.

Teorem 3.5. (Riemann-Von Mangoldtova formula)
Neka je P={oc+it€ C:0<0<1,0<t<T}. Brojnultocaka Riemannove zeta-funkcije
N(T) unutar P zadvoljava

mm:1£(£>—1+om@» (3.85)
27 iy T

Prethodno navedeni teorem, kojeg je dokazao H. von Mangoldt 1905. godine, temelj je za
racunsku potvrdu Riemannove slutnje buduéi da graf funkcije N(T') = L In (L) — L dobro
aproksimira graf distribucije imaginarnih dijelova izracunatih nultocaka od ((s), posebice za
one na velikoj visini na kritiénom pravcu. Najbolju aproksimaciju broja nultocaka dao je
americki matematicar John B. Conway 1989. godine dokazavsi da se viSe od dvije petine
netrivijalnih nultocaka od ((s) nalazi na kriti¢cnom pravcu.

Neka su p; = % + i6; sve netrivijalne nultocke od ((s), odnosno pretpostavljamo istinitost
Riemannove slutnje. Polazna tocka povezanosti sa slucajnim matricama i daljnjeg procavanja
bila je sljedeca slutnja, a glasi:

12Hans Carl Friedrich Von Mangoldt (1854.-1925.), njemacki matematicar. Dao je veliki doprinos u
rjeSsavanju Teorema o prostim brojevima.
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Slutnja 3. (Hilbert-Polya slutnja)
Postoji hermitsk: operator na beskonacnodimenzionalnom Hilbertovom prostoru cije svoj-
stvene vrijednosti odgovaraju imaginarnom dijelu 0; netrivijalnih nultocaka od ((s).

Znamo da se spektar hermitskog operatora sastoji samo od realnih svojstvenih vrijed-
nosti pa da bismo pronasli pogodan hermitski operator za rjesavanje Hilbert-Pdlya slutnje,
potrebno je poblize prouciti lokacije nultocaka od (s) na kriticnom praveu. Pocetkom 1970-
ih H. E. Montgomery je bio jedan od prvih koji je razmotrio njihova statisticka svojstva na
velikoj visini negdje u beskonac¢nosti na kriticnom pravcu.

Uzmemo primjerice 100 susjednih nultocaka negdje na velikoj visini na kriticnoj pruzi, od-
nosno njihov imaginaran dio ¢; i zapisemo ih u polarnim koordinatama. Promatrajuci udalje-
nost izmedu susjednih nultocaka na kruznici, mozemo uociti njihovu pravilnu rasporedenost.
Takva pojava takoder se mogla uociti i za svakih sljedec¢ih 100 susjednih nultocaka. Medutim,
za 100 slucajno generiranih brojeva na kruznici to gotovo nikada nije slucaj. To nam su-
gerira da ima smisla proucavati distribuciju udaljenosti izmedu susjednih nultocaka. Slika
3 prikazuje graficki prikaz svojstvenih vrijednosti ortogonalne slucajne 1002100 matrice u
kompleksnoj ravnini izgenerirane u programskom jeziku R. Uocavamo njihovu pravilnu
rasporedenost na kruznici kao i kod nultocaka od ((s) (za detalje pogledati [8]). Dakle, iz

00 05 1.0
00 05 1.0

-1.0
-1.0

I [ ' |I- - I | [ ||| [
10 00 05 10 40 00 05 10

Slika 3: Lijevo: 100 slucajno generiranih brojeva na jedini¢noj kruznici; Desno: svojstvene
vrijednosti slucajne ortogonalne 1002100 matrice na jedini¢noj kruznici u kompleksnoj rav-
nini

prethodno navedenog jasno je da svojstvene vrijednosti slucajnih matrica, odnosno razlike
susjednih svojstvenih vrijednosti, imaju ”trend ponasanja” koji moze biti klju¢ u rjesavanju
problema distribucije nultocaka od ((s).

Sada navodimo rezultate iz rada (pogledati [23]) autorice N.C. Snaith!? koji upuéuju na takvu
povezanost. Za 6; > 0, bududi je od interesa fluktuacija lokacija nultocaka na kriticnom
pravcu, definiramo novi skup tocaka

1. &

wj = Hj% In %

13Nina Claire Snaith (1974.), britanska matematicarka. Veliku pozornost daje prou¢avanju povezanosti
izmedu teorije sluc¢ajnih matrica i funkcija kao Sto su Riemannova zeta-funkcija i L-funkcije.
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Slutnja 4. (Montgomeryeva slutnja, 1975.)

lim % Z f g — W) = /_ OOf(a:)Rg(m)dzc,

1<nm<Wn#m

gdje je

1 f odgovarajuca test-funkcija.

Intuitivno, Ry(x) ukazuje na vjerojatnost pronalazenja dviju svojstvenih vrijednosti na
odredenoj udaljenosti. F. Dyson dosao je do zakljucka da se radi o svojstvenim vrijednostima
familije slu¢ajnih unitarnih matrica.

Teorem 3.6. Vryjedi:

[ DR (%wj —9k>) o = [ :o f() (1— (%)) d,

1<5,k<N,j#k
gdje je U(N) grupa unitarnih matrica reda N, ewl, ...efn svojstvene vrijednosti matrice
A€UN), adAgee =[] 1 — ™ > T] 6:.
i>k i

Teorem 3.6 govori da na velikoj visini na kriticnom pravecu distribucija nultocaka od ((s),
odgovarajuce skalirane, dobro prati grani¢nu distribuciju svojstvenih vrijednosti unitarnih
matrica.

Teorem 3.7. (Selber)
Za pravokutnik B € C vrijeds

1 1 1t 1 Bl
lim — t:TStSQT,MGB :—//6_ 3 dxdy.
L nIn(T) 2r J Jp

In(¢(5+iT))

v/ 3 InIn(T)

Teorem 3.7 govori da kada T" — oo, distribucija realnog i imaginarnog dijela od

svaka tezi, neovisno, Gaussovoj distribuciji s ocekivanjem 0 i varijancom 1.

1980-ih godina, motiviran Montgomeryjevom pretpostavkom, poljski matematicar A. Od-
lyzko zapoceo je intenzivniju numericku analizu nultocaka od ((s) te dosao do zakljucka
da distribucija razlika nultocaka negdje u beskonacnosti na kriticnom pravcu dobro prati
granicnu distribuciju razlika svojstvenih vrijednosti za Gaussov unitaran model sluc¢ajnih
matrica.
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4. Primjene slucajnih matrica u analizi financijskih po-
dataka

Financijsko trziste je skup mjesta, instrumenata, osoba, tehnika i tokova koji omogucavaju
razmjenu novca i kapitala, odnosno na kojem se trguje financijskim instrumentima. Por-
tfelj'* se sastoji od rizi¢nih (dionice, obveznice,..) i nerizi¢nih (novac u domacoj valuti)
financijskih instrumenata. Financijsko trziste bazirano je na principu ponude i potraznje:
ako je financijski instrument trazen, njegova cijena raste. Ukoliko na trzistu postoji vise
prodavaca nego kupaca, cijena financijskog instrumenta pada. Najvaznija podjela trzista
u financijskom sustavu temelji se na rocnosti instrumenata kojima se na njima trguje, pa
razlikujemo trzista novca i trzista kapitala.

Na trzistu novca omogucava se davanje kratkoro¢nih zajmova, odnosno trgovanje krat-

koro¢nim vrijednosnim papirima'®.

Trziste kapitala nastalo je radi financiranja dugoro¢nih investicija od strane tvrtki, drzava i
domadinstava. Najpoznatiji segement trzista kapitala je tr#iste dionica'® kojima se trguje na
burzama te na drugim uredenim trzistima. Trgovanje dionicama na primarnom trzistu po-
drazumijeva prodaju novih dionica $to je izravan nacin financiranja poduzeca. Sekundarno
trziste dionica, odnosno trgovanje dionicama koje su veé prije emitirane, ima znacajan utje-
caj na ocekivanja tvrtki u smislu buducih investicija Sto neizravno utjece na zaposljavanje,
rast i opce stanje gospodarstva.

Trgovei kupuju i prodaju dionice kako bi ostvarili potencijalni profit i pri tome obraé¢aju
paznju na rizik kojeg donosi njihova strategija. Zbog nepredvidivih promjena, odnosno ve-
likih fluktuacija cijena dionica u neprekidnom vremenu, tesko je predvidjeti cijenu dionice
nakon sto je kupimo ili prije nego je odlu¢imo prodati. Medutim, upravo zbog tog ri-
zika ulaganje u dionice moze donijeti i ve¢u zaradu od primjerice stednje novca, ali i veliki
gubitak. Tehnike kojima se procjenjuje vrijednost dionica i drugih vrijednosnih papira u
ekonomiji dijele se na fundamentalnu @ tehnicku analizu. Fundamentalna analiza temelji se
na pretpostavci da je ravnotezna cijena odredena ponudom i potraznjom pa stoga nastoji
definirati sve faktore koji utje¢u na ponudu i potraznju te na taj nacin predvidjeti kreta-
nje cijena. Tehnicka analiza predvida kretanje cijena u buduc¢nosti proucavajuéi prijasnja
kretanja cijena, volumena trgovanja i drugih statistickih pokazatelja. Nadalje, sudionici na
trzistu dijele se prema ocekivanju buducéih cijena na bikove koji ocekuju rast cijena i meduvjede
koji ocekuju njihov pad. Opcenito, bikovi kupuju, a medvjedi prodaju ocekujuci da ée na
tim transakcijama ostvariti dobit. Spekulativno investiranje oznacava odabir visoko riziénih
investicija s ciljem postizanja velikih i brzih dobitaka. U toku takvih Spekulacija stvoren je
niz financijskih izvedenica'” kao zastite od financijskih rizika, a najpoznatije su opcije's.

HMgkup financijske imovine pojedinca ili nekog poduzeéa, engl. portfolio

I5yrijednosni papiri i zajmovi koji imaju rok dospije¢a ispod jedne godine

16y]asnicki vrijednosni papir koji predstavlja pravo vlasnistva u odredenom dioni¢kom drustvu, engl. stock

Tugovori ¢ija je vrijednost izvedena iz nekog drugog osnovnog financijskog instrumenta

18daju pravo, ali ne i obvezu da kupac opcije kupi ili proda dionicu po dogovorenoj cijeni u razdoblju do
odredenog datuma u buduénosti ili na taj datum, ali pri tome plac¢a premiju
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4.1 Nepredvidljivost na trzistu vrijednosnica

Trzista dionica i drugih vrijednosnica mogu se opisati kao nelinearni, dinamicki sustavi
socioekonomskog ponasanja. Leptirov efekt'® snazno i brzo djeluje i na globalnom trzistu
vrijednosnih papira. Strukture dnevnih, mjese¢nih i godisnjih grafova cijena cesto izgledaju
slicno, medutim izrazena ovisnost o inicijalnim uvjetima ¢ini ih tesko predvidljivim.

Burzovna povijest prepuna je burzovnih slomova?’. Rastom trgovanja dionicama sve je

vec¢a vaznost usmjerena na procjenu i kontrolu postojecih rizika trgovanja, a postojanje
takvih rizika posljedica je neizvjesnosti trzista dionica. Razli¢ite nepravilnosti burzovnih
indeksa opcenito su bile pripisivane nasumicnim Sokovima, a moguénost objasnjenja tak-
vih dogadanja kako bi se mogle predvidjeti takve pojave privukla je paznju ekonomskih
teoreticara, ali i matematicara i fizicara. Medutim, jedna od sredisnjih tvrdnji u teoriji
trzisnog rizika i ekonomiji opcenito, tzv. hipoteza ucinkovitog trzista, sugerira da samo
predvidanje cijena utjec¢e na buduce cijene, a iskazana je u tri forme. Slaba forma tvrdi kako
nije moguce predvidjeti buduée cijene dionica na temelju njihovih prethodnih vrijednosti, a
umjerena forma da to nije moguce niti fundamentalnom analizom. Jaka forma navedene
hipoteze tvrdi da na efikasnom trzistu sve informacije, uklju¢ujuéi i one privatne, trenutno
utjecu na cijenu dionica.

Bitno je napomenuti da se u analizama ne koriste cijene dionica zbog njihove karakteris-
tike da imaju trend rasta ili pada, nego relativne promjene cijena koje nazivamo povrati.
Relativni povrat dan je izrazom

5= 5t

=5

gdje je S; cijena dionice u trenutku t. S druge strane, log-povrati dani su s

Ry

re = In(S;) — In(S;—1)

i oni su nam pogodniji?! za modeliranje, posebice za duzi period.

Logi¢no je pitati se sto je razlog proucavanju slucajnih matrica i koja je njihova svrha na
trzistu dionica. Imamo matricu popunjenu sluc¢ajno generiranim brojevima iz odabrane dis-
tribucije elemenata matrice, a moguce je nametnuti i uvjete na samu konstukciju, primjerice
simetricnost. Uglavnom je izbor navedenih svojstava odreden problemom kojeg zelimo opi-
sati. Sve navedeno ih ¢ini konceptualno jednostavnijim, a opet bogate strukture. Teorija
sluc¢ajnih matrica moze se primijeniti (s odredenim ograni¢enjima zbog inherentne prirode
sustava) na trzistu vrijednosnica kako bi se analiziralo postoje li odredene pravilnosti u
sustavu u matematickom smislu. Takoder, precizna kvantifikacija kros-korelacija izmedu
vremenskih nizova povrata razli¢itih dionica od prakti¢ne je vaznosti u kvantificiranju rizika
vrijednosti portfelja, cijena opcija i predvidanja.

Bpretpostavka da postoji velika osjetljivost na mala odstupanja od pocetnih uvjeta §to moze dovesti do
bitno razli¢itih ishoda, engl. butterfly effect

20pad burze u listopadu 1929. godine koji je oznacavao pocetak dugogodisnje Velike gospodarske krize
koja je utjecala na veéinu drzava svijeta poznatiji kao ” Crni utorak” i ” Crni ponedjeljak” 19. listopada 1987.
godine kada su gotovo sve svjetske burze dozivjele najveée dotad zabiljezene padove

2lempirijska istrazivanja ukazuju na ¢injenicu da se distribucija log-povrata moze opisati distribucijama
s teskim repom (engl. heavy-tailed distributions) sto znaéi da u odnosu na Gaussovu distribuciju postoji
veca vjerojatnost za ekstremnim realizacijama podataka poput naglog rasta ili pada dionice u kratkom
vremenskom periodu
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4.1.1 Markowitzeva teorija optimizacije portfelja

Svi ulagaci na trzistu dionica imaju isti cilj, a to je pronaci optimalnu kombinaciju rizika i
povrata. Osnovna ideja H. M. Markowitza ?? bila je formirati portfelj koji na odredenom
stupnju rizika donosi najveéi povrat, odnosno portfelj koji za zadani povrat ima minimalan
tizik,

Neka se promatrani portfelj sastoji od IV dionica. Za svaku dionicu 7 iz portfelja promatramo
vremenski niz povrata Y; duljine T', gdje je T u praksi ¢esto veéi od N. Neka je C' matrica
kros-korelacija povrata. Pri tome pretpostavljamo N,T — oo s kona¢nim omjerom () =
% > 1. Markowitzeva teorija optimizacije portfelja predstavlja rjesavanje problema

1

min  —w*Cw
weRN 2 (4.86)
td w*g>gG,
gdje je w = (wy,...,wy) (w; predstavlja udio novea koji zelimo uloziti u i-tu financijsku

imovinu i pri tome vrijedi Zf\;l w; = 1), g N-dimenzionalan vektor predikcija povrata®3,
a G predstavlja ukupni ocekivani povrat portfelja. Uz pretpostavku da je oc¢ekivani povrat
porfelja jednak G, uvodenjem Lagrangeovog multiplikatora (4.86) se moze zapisati kao

1
min  —w'Cw — yw”
B Tw g,
a optimalno rjesenje je
C g
w = ———
g*Cg’
uz pretpostavku da je C' invertibilna. Medutim, matrica C' u praksi nam nije poznata
pa umjesto C' promatramo procijenjenu matricu kros-korelacija F. Tada je procijenjeni
optimalni rizik dan s

g?
7?'25515 - s
g*E'g
medutim problem je Sto potcijenjuje stvarni rzik
gQ
R2true = T
g*Cyg

sto moze uzrokovati znatne probleme. Teorija slucajnih matrica bazirana na Marchenko-
Pastur distribuciji daje nam bolje rjesenje jer dovodi u vezu stvarni i procijenjeni rizik (za
detaljnije objasnjenje pogledati [5]) Sto ¢emo objasniti na sljede¢em primjeru.

4.1.2 Primjer upotrebe slucajnih matrica na trzistu dionica

U ovom dijelu radu opisane su koristene metode i dobiveni rezultati u analiziranju kros-
korelacija izmedu cijena razlicitih dionica u [21] koji ukljuc¢uju slucajne matrice. Bitno je
napomenuti da kvaliteta takve analize ovisi o omjeru duljine danog vremenskog niza povrata
i broja promatranih dionica. Analizirane su dvije razli¢ite baze podataka o vrijednosnim

2ZHarry Max Markowitz (1927.), americki ekonomist. 1990. godine dobio je Nobelovu nagradu za ekono-
miju, a posebnu pozornost u ekonomiji dao je trazenju alata za mjerenje rizika razlicitih vrijednosnih papira
i njihova kombiniranja u formiranju portfelja

23formiranje o¢ekivanja buduéih povrata je posao investitora na temelju njegovih informacija i predvidanja
pa pretpostavljamo da je g poznat
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papirima od tri glavne burze?* u SAD-u. Prva baza podataka sadrzava cijene dionica prvih
1000 kompanija prema trzisnoj kapitalizaciji®® za dvogodisnje razdoblje (1994.-1995.) za
koje je izracunato 6448 povrata (razdoblje od 30 minuta). Druga baza podataka je preuzeta
od CRSP? te su izracunati dnevni log-povrati za 422 cijene dionica (8685 log-povrata) za
razdoblje od 35 godina (1962.-1996.)

Prvo sto je potrebno napraviti je izracunati log-povrate, odnosno
G,(f) =In Sl(t + At) —In Si(t),

gdje sui = 1,..., N dane dionice, S;(t) cijena i-te dionice u trenutku ¢, a At razdoblje u
kojemu promatramo promjenu cijena. Jedna od mjera rizika®” je volatilnost?®. Buduéi da
razlic¢ite dionice ne moraju imati iste volatilnosti definiramo normalizirane log-povrate

gdje je o; = 1/ (G:?) — (G;)” standardna devijacija od G; i (G;) oznacava prosjeénu vrijednost
od G; kroz vrijeme. Kros-korelacijska matrica (engl. equal-time cross-correlation matriz)
C = [C};] dana je s

Cij = (9i(t)g;(t))
pri ¢emu vrijedi —1 < C;; < 1. (C}; = 1 - potpuna pozitivna korelacija, C;; = —1 - potpuna
negativna korelacija, Cj; = 0 - ne postoji korelacija). Takoder su navedeni i moguéi problemi
u procjeni matrice C":

e za razliku od vedine sustava u fizici, ne postoji "algoritam” za odredivanje ”jakosti”
interakcije izmedu dvije tvrtke 7 i j

e kros-korelacije mogu postojati i u klasterima (izmedu vise tvrtki), ne samo izmedu
dvije tvrtke

e kros-korelacije se mijenjaju s vremenom
e uvjeti na trzistu mijenjaju se s vremenom
e nestacionarnost log-povrata

e pojava tzv. Suma (greSka pri procjeni) za niz konaéne duljine (Cesto je problem sto
je vrijeme u kojem promatramo nedovoljno da bismo imali dobre procjene, medutim
nije niti dobro imati prestare podatke buduéi za trziste dionica vrijedi da ”proslost ne
oslikava buduénost”).

Pitanje je na koji na¢in se primjenom teorije slucajnih matrica iz C' mogu odrediti one
kros-korelacije koje nisu rezultat slucajnosti kao posljedica gore navedenih problema. Raz-
matranje Wignera navedeno u Potpoglavlju 2.1 bilo je klju¢no za ovaj problem. Odgovor se

2ANYSE (New York Stock Exchange), AMEX ( the American Stock Exchange) i NASDAQ ( the National
Association of Securities Dealers Automated Quotation)

25yrijednost kompanije koja je odredena trgovanjem njezinim dionicama na burzi, engl. market capitali-
zation

26Center for Research in Security Prices, sadrzava povijesne podatke o burzama

27rizik je latentna varijabla §to znaéi da ga je potrebno procijeniti ili modelirati

28procjenjuje se standardnom devijacijom log-povrata, ponekad i varijancom
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nalazi u ¢injenici da se statistika od C' testira u odnosu na null-hipotezu koja pretpostavlja
slucajnu kros-korelacijsku matricu R dobivenu na temelju medusobno nekoreliranih vremen-
skih nizova. Cilj je usporediti spektar matrice C' sa spektrom matrice R te na temelju toga
"filtrirati” matricu na Sum (dio matrice C' koji odgovara slu¢ajnoj matrici iz null-hipoteze)
i dio koji odstupa od njenih svojstava. Upravo ta odstupanja od univerzalnih predvidanja
teorije slucajnih matrica identificiraju neslucajna svojstva razmatranog sustava pruzajuci
tragove o interakcijama koje nas zanimaju.

Opisimo sada nacin konstruiranja matrice iz null-hipoteze. Slucajna matrica R dimenzije
kao i matrica C' generirana je kao 3
HS
gdje je A matrica dimenzije NxL ¢iji su elementi nezavisne i jednako distribuirane slucajne
varijable s ocekivanjem 0 i varijancom 1. Prema nacinu konstruiranja matrica R pripada
tipu matrice koja se naziva Wishartova matrica. Analiza Wishartove matrice provodi se na
temelju svojstvenih vrijednosti dekompozicijom

AAT,

R=VAV

gdje svojstveni vektori matrice R odgovaraju stupcima matrice V', a dijagonalni elementi ma-
trice A odgovoraju svojstvenim vrijednostima matrice R. Svojstva takvih slu¢ajnih matrica
su poznata, a od kljuéne vaznosti za ovaj rad je sljedeci teorem.

Teorem 4.1. (Marchenko-Pastur distribucija)

Neka je dana matrica X dimenzije NxL ciji elementi su nezavisne i jednako distribuirane
sluéajne varijable s oéekivanje 0 i varijancom o* < 0o i neka je R = %XXT. Kada N,L —
0o tako da Q) = % > 1, funkcija gustoce svojstvenih vrijednosti A matrice R dana je s

P = gy Y = O 0)

(4.87)

gdje je A € [A_, A\] (A~ najmanja svojstvena vrijednost, a Ay najveca svojstvena vrijednost
matrice R) i dana s

Ar = o?(1£4/Q)>2. (4.88)

Jedno od najbitnijih svojstava ove distribucije je da nema svojstvenih vrijednosti izvan
intervala [A_, Ay ] kada N, L — oo. Takoder, iz jednadzbe (4.88) moze se vidjeti da u ekstrem-
nom slucaju kada T" — oo pri ¢emu je N fiksan, jaz izmedu najvecéih i najmanjih svojstvenih
vrijednosti predvidenih teorijom slucajnih matrice tezi prema 0. Bitno je napomenuti da
jednadzba (4.87) odgovara za Gaussovu distribuciju vremenskih nizova, ali i za distribucije
s teskim repom s parametrom koji odgovara onome od vremenskog niza log-povrata takoder
postoji dobro podudaranje.

Usporedbom grafova funkcija gustoca svojstvenih vrijednosti matrice C'; P(A) i P, (\) ma-
trice R (konstruirana iz 1000 medusobno nekoreliranih vremenskih nizova, svaki duzine 6448,
generirani tako da imaju distribuciju s teskim repom s parametrom kao i log-povrati), mo-
glo se uociti njihovo podudaranje uz znacajna odstupanja za nekoliko najmanjih i najvecéih
svojstvenih vrijednosti. Posebno je zanimljiva bila najveéa svojstvena vrijednost koja je
priblizno 25 puta veéa od najvecée svojstvene vrijednosti matrice R sugeriraju¢i na korela-
cije izmedu razlicitih dionica. Medutim, za slu¢ajne matrice koje imaju istu distribuciju
svojstvenih vrijednosti, korelacija izmedu svojstvenih vrijednosti moze biti razlicita. Stoga
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je potrebno istrazivanje korelacija u svojstvenim vrijednostima. Buduéi je C po definiciji
realna simetri¢na matrica, testirane su korelacije svojstvenih vrijednosti matrice u odnosu
na slucajnu matricu GOE modela. Analizirajuéi distribucije razlika susjednih svojstvenih
vrijednosti®, ali i za one koje nisu susjedne, uoéili su poklapanja s matricom GOE modela te
time potvrdili zaklju¢ak da je veé¢ina svojstvenih vrijednosti matrice C' konzistentna onima
u R, a one koje odstupaju daju informacije o pravim korelacijama izmedu cijena dionica.
Analizirajudi svojstvene vektore koji pripadaju tim svojstvenim vrijednostima, dosli su do
zakljucka da najveéa svojstvena vrijednost od C' predstavlja utjecaj cjelokupnog trzista koje
je zajednicko svim dionicama, a ostale svojstvene vrijednosti koje odstupaju od matrice
R pokazuju postojanje kros-korelacija za dionice iste grane industrije, dionica s velikom
trzisnom kapitalizacijom i tvrtki koje posluju u odredenim geografskim podrué¢jima.

Prethodno objasnjena slucajnost veéine elemenata matrice C' moze se primjeniti na veé
objasnjenu Markowitzevu teoriju optimizacije portfelja. Ukupan povrat na portfelj kojega
¢ine dionice sa cijenom S; dan je s

N

1=l

Rizik vrijednosti portfelja moze se kvantificirati varijancom

N N
g = wiijijaiaj.

i=1 j=1

Da bismo pronasli optimalni portfelj, potrebno je minimizirati o pod ograni¢enjem da je
ocekivani povrat na portfelj unaprijed zadan. U svrhu analiziranja u¢inka sluc¢ajnosti veéine
elemenata matrice C' na optimizaciju portfelja, podijelili su vremensko razdoblje 1994-1995.
u dva jednogodisnja razdoblja te su koristeci kros-korelacije iz matrice Cyy za 1994. godinu i
log-povrate G; za 1995. godinu dobili familiju optimalnih portfelja. Takoder su izra¢unali i
rizik portfelja o2 tijekom 1995. godine koristeé¢i matricu kros-korelacija Cys za 1995. godinu
te zakljucili da je procijenjeni rizik znatno manji u odnosu na stvarni rizik. Buduéi da je
znacajna informacija u C' sadrzana u odstupajuéim svojstvenim vektorima koji pripadaju

odstupajué¢im svojstvenim vrijednostima Aggs, - . . , A1goo, konstruirali su ”filtriranu” matricu

kros-korelacija zadrzavanjem samo odstupajucih svojstvenih vektora na nacin da su uzeli
i i . . r il . . -

matricu A’ s dijagonalnim elementima X,, = {0,...,0, Aggs, - .., 1000} 1 zatim je zapisali u

bazi od ', a da pri tome vrijedi Cy; = 1. S ovako dobivenom matricom kros-korelacije, odnos
stvarnog i procijenjenog rizika smanjio se s priblizno 170% na priblizno 25% za podatke iz
primjera.

29yjerojatnost susjedne svojstvene vrijednosti na nekoj zadanoj udaljenosti od dane svojstvene vrijednosti,
engl. nearest-neighbour spacings
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Sazetak:

Teorija slucajnih matrica je grana matematike motivirana ostalim podruc¢jima mate-
matike i fizike poput kvantne mehanike, linearne algebre i matematicke statistike. Na
pocetku rada definirali smo slucajne matrice i naveli motivaciju za njihovo uvodenje.
Posebno smo razmotrili svojstvene vrijednosti takvih matrica i njihova svojstva te opi-
sali Gaussov model slucajnih matrica za koji je moguée dati eksplicitno rjesenje za
zajednicku funkciju gustoce njezinih svojstvenih vrijednosti. Nadalje, definirali smo Ri-
emannovu zeta-funkciju ((s) i naveli njezina osnovna svojstva. Riemannova slutnja, koja
do danas nije dokazana niti opovrgnuta, govori nam da sve nultocke od ((s) imaju realan
dio jednak % 1 vazna je zbog povezanosti s distribucijom prostih brojeva, ali i jer mnogi
rezultati u teoriji brojeva njezinu istinitost uzimaju kao polaznu pretpostavku. U radu
smo opisali povezanost svojstvenih vrijednosti slucajnih matrica s nultockama Rieman-
nove zeta-funkcije. Na kraju rada na primjeru smo opisali primjenu teorije slucajnih
matrica na financijske podatke za filtriranje matrice kros-korelacija te u problemu op-
timizacije portfelja.

Kljucne rijeci:

slucajna varijabla, slu¢ajna matrica, simetricna matrica, hermitska matrica, funkcija
gustoce, svojstvena vrijednost, svojstveni vektor, Riemannova zeta-funkcija, Rieman-
nova hipoteza, prosti brojevi, matrica kros-korelacija
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Abstract:

Random matrix theory is a branch of mathematics motivated by many other disciplines
of mathematics and physics such as quantum mechanics, linear algebra and mathema-
tical statistics. This text begins with a definition of random matrix and the motivation
for its appearance in science. We considered the eigenvalues of such matrices and their
properties and described Gaussian unitary ensemble for which it is possible to give an
explicit formula of the joint probability density function of its eigenvalues. In addition,
we define Riemann zeta-function ((s) and give its basic properties. Riemann hypothesis,
which has not been proved or denied so far, tells us that the real part of all of the zeros of
((s) equals % and is important because of the relationship with the distribution of primes
and because many results in the number theory take its truthfulness as a starting point.
In this paper we have described the connection of the eigenvalues of random matrices
with zeros of Riemann’s zeta-function. Finally, we discuss an example of approach to
cross-correlations in financial data to determine which part of cross-correlation matrix
is just noise and which is the real signal and also in portfolio optimization problem.

Key words:

random variable, random matrix, symmetric matrix, hermitian matrix, probability den-
sity function, eigenvalue, eigenvector, Riemann zeta-function, Riemann hypothesis, pri-
mes, cross-correlation matrix
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