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Mean distance in a graph

Sazetak

U ovome radu ¢emo proucavati prosjecnu udaljenost vrhova u nekom konacnom povezanom
jednostavnom grafu. Navest ¢emo definiciju Wienerova indeksa obzirom da je on sastavni
dio formule za prosjecnu udaljenost vrhova. Izvest ¢emo formule za prosjecnu udaljenost
vrhova nekih specijalnih klasa grafova, a zatim dati granice koje ovise o nekim parametrima
danog grafa. Proucavat ¢emo i utjecaj uklanjanja vrha na prosje¢nu udaljenost vrhova u
grafu.

Kljuéne rijeci prosjecna udaljenost, Wienerov indeks, dijametar, put-potpun graf

Abstract

In this paper we will study the average distnace in finite connected simple graph. A defi-
nition of Wiener index of a graph will be given, since this is the main part of the formula
for average distance. We will derive formulae for average distances of some special class of
graphs, and also derive bounds that depend on some special graph parameters. At last, we
will study the influence of vertex removal on the average distance of graph.

Keywords average distance, Wiener index, diameter, path-complete graph



Sadrzaj

1

2

Uvod
Osnovne definicije i pojmovi iz teorije grafova

Prosjecna udaljenost vrhova u nekim specijalnim grafovima

3.1 Potpuni grafovi . . . . . ..
3.2 Putovi . . . . . e
3.3 Ciklusi . . . . . . e
3.4 Potpuni bipartitni grafovi . . . . .. ..o L
3.5 Grafovi dijametra dva . . . . . . . ...

Granice za prosjec¢nu udaljenost vrhova u grafu

4.1 Podgrafovi . . . . . . .

4.2  Grafovi s fiksnim brojem vrhova . . . . . .. ..o oL

4.3 Grafovi s fiksnim brojem vrhova i bridova . . . . . ... ... 00000
4.3.1 Put-potpuni grafovi . . . . .. ... L

5 Uklanjanje vrha
6 Zakljucak
Literatura

20

22

23



1 Uvod

Prosjecna udaljenost vrhova u grafu definira se kao ocekivana udaljenost izmedu na-
sumic¢no odabranog para razli¢itih vrhova. Da bismo nekom grafu izracunali prosjecnu uda-
ljenost vrhova, potrebno je najprije izracunati sumu udaljenosti svih parova vrhova u grafu,
a onda dobivenu vrijednost podijeliti sa ukupnim brojem svih neuredenih parova vrhova u
grafu.

Suma udaljenosti medu svim parovima vrhova se u brojnoj literaturi, naroc¢ito kemijskoj,
zove Wienerov indeks grafa pa je jasno da je ta veli¢ina kljuéna u odredivanju prosjecne
udaljenosti vrhova. Wienerov indeks je nazvan po znanstveniku Haroldu Wieneru koji je
1947. godine ustanovio korelaciju izmedu tocke vrelista parafina i strukture molekula. Po-
sebno, spomenuo je u svom radu [8] da vreliste ¢t moze biti dosta dobro aproksimirano
formulom

tg = aw + bp + ¢,

gdje je w Wienerov indeks, p polarnost, tj. broj parova atoma ugljika koji su udaljeni za
tocno tri ugljik - ugljik kemijske veze, a a,b i ¢ su konstante za danu izomernu grupu.

Od tada je Wienerov indeks postao najcesée koristen topoloski indeks u kemiji, obzirom
da se molekule mogu modelirati neusmjerenim grafovima, posebno stablima, i to tako da
su atomi reprezentirani vrhovima, a kemijske veze izmedu njih reprezentirane su bridovima.
Primjerice, u proizvodnji droga, cilj je konstruirati kemijske spojeve sa odredenim svojstvima
koja ne ovise samo o kemijskoj formuli, nego i o molekularnoj strukturi. Tako npr. kemijska
formula C'; Hyy NO4 ne daje dovoljno informacija o vrsti droge, jer je zajednicka i za kokain
i za skopolamin.

Wienerov indeks se intenzivno proucavao i u teorijskoj matematici. Prema nekim sazna-
njima, prvi matematicki rad o njemu objavljen je 1976. godine u [3]. Od tada su dobiveni
brojni rezultati koji povezuju Wienerov indeks sa raznim drugim grafovskim parametrima,
a razvijeni su i brojni algoritmi za njegovo racunanje.

Danas je prosjecna udaljenost vrhova vrlo popularna u proucavanju kompleksnih mreza,
narocito u pronalazenju "najvaznijih” vrhova u mrezi za koje su odgovorni takozvani indeksi
centralnosti. Nadalje, imamo mnogo problema u teoriji komunikacija, lokaciji objekata, krip-
tografiji, arhitekturi, itd. gdje je prosjecna udaljenost odgovarajuceg grafa od velike vaznosti.
Jedan od problema je primjerice, pronadi razapinjujuce stablo s najmanjom prosje¢nom uda-
ljenosti medu vrhovima.



2 Osnovne definicije 1 pojmovi iz teorije grafova

Ovo poglavlje je posveéeno definicijama i objasnjenjima osnovnih pojmova iz teorije grafova
koje ¢emo koristiti u radu. Za sve dodatne pojmove upucéujemo ¢itatelja na [1].

Definicija 2.1 Graf G je uredena trojka G = (V(G), E(G),¥(Q)) koja se sastoji od nepraz-
nog skupa V ¢ije elemente zovemo vrhovima, skupa E disjunktnog s V cije elemente zovemo
bridovima i funkcije incidencije 1 koja svakom bridu od G pridruzuje neuredeni par ne nuzno

razlicitih vrhova od G.

Za graf G kazemo da je konacan ako su mu skupovi V' i E konacni.

Vrhove nekog grafa najcesée oznacavamo malim slovima u, v, w itd., a bridove oznacavamo
malim slovima e, f, g itd. Ako je bridu e pridruzen par vrhova {u,v}, onda kazemo da su
u i v krajevi brida e, odnosno da je vrh w (v) incidentan bridu e, a brid u tom sluc¢aju
oznacavamo s e = uv ili e = vu.

Ako za neki graf G' funkcija incidencije ¥ nije injekcija, tj. postoje najmanje dva brida e
i f grafa G takva da ¥g(e) = ¥a(f) = uv, onda kazemo da postoji visestruki brid izmedu
vrhova u i v.

Petlja je brid koji spaja vrh sa samim sobom.

Jednostavan graf je graf koji ne sadrzi petlje ni visestruke bridove.

Graf H je podgraf od G, u oznaci H C G, ako je V(H) C V(G), E(H) C E(G), a
Yu = Yalpm (ti- Yu je restrikcija od ¥g na E(H)). Podgraf grafa G' nastao uklanja-
njem vrha v iz G oznacavamo s G — v.

Neka je 0 # V' C V(G). Podgraf od G ¢iji je skup vrhova V' 1 koji sadrzi najveéi moguéi
broj bridova naslijeden iz G zove se podgraf induciran s V' te oznacava s G[V']. Kazemo jos

da je G[V'] inducirani podgraf od G.

Razapinjujuci podgraf H grafa G je podgraf od G s istim skupom vrhova kao i G. Pravi
razapinjuju¢i podgraf H od G je razapinjujuc¢i podgraf za koji vrijedi H # G.

Stupanj vrha v grafa G je broj dg(v) bridova u G incidentnih s v. Ako je dg(v)= 0, onda za
vrh v kazemo da je izolirani vrh.

Niz stupnjeva grafa G je niz (d(vq),d(ve),...,d(vy)), d(v1) > d(ve) > -+ > d(vy,), gdje su
vy, ..., v, vrhovi grafa G. U takvom nizu, stupnjevi vrhova su obi¢no poredani od najveceg
do najmanjeg.

U radu ¢emo koristiti jednostavnu lemu koja je u brojnoj literaturi poznata kao lema o
rukovanju.

Lema 2.1 U jednostavnom grafu G vrijedi da je suma stupnjeva svih vrhova jednaka dvos-

trukom broju bridova.



Dokaz. Za proizvoljan vrh v jednostavnog grafa vrijedi da mu je stupanj d(v) jednak broju
svih bridova koji su s njim incidentni. Kada sumiramo stupnjeve svih vrhova, dobit ¢emo

dvostruki broj bridova jer smo svaki brid u toj sumi brojali dva puta. O

Setnja u grafu G je netrivijalan konacan niz W = vgejv1e90s...€,0% €iji su clanovi naizmjence
vrhovi v; i bridovi e; tako da su krajevi od e; vrhovi v;_1 i v; za svako 7, 1 <17 < k. Setnja
je zatvorena ako je vy = vy.

Setnja u kojoj su svi bridovi medusobno razli¢iti zove se staza.

Zatvorena Setnja u kojoj su svi vrhovi osim pocetnog i krajnjeg medusobno razli¢iti zove se
ciklus. Ciklus s n vrhova oznacavamo s C),.

Put je Setnja s medusobno razli¢itim vrhovima. Put s n vrhova oznacavamo s P,.

Stablo je povezan jednostavan graf koji ne sadrzi cikluse.

Zvijezda s n vrhova je stablo u kome postoji vrh stupnja n — 1. Oznaka je S,,.

Udaljenost d(v,w) dvaju vrhova v i w je duljina najkraéeg puta izmedu v i w. Ako takav
put ne postoji, onda vrijedi d(v,w) = oco. Jasno je da je d(v,w) = 1 ako i samo ako su v i

w susjedni vrhovi.

Graf G je povezan ako dg(u,v) < oo Yu,v € V(G). U suprotnom kazemo da je G nepovezan,
a maksimalne povezane podgrafove tog grafa zovemo komponentama povezanosti grafa G.

FEkscentricitet e(v) vrha v povezanog grafa G je

max d(v,u).

ueV(G)
Dijametar diam(G) grafa G je
max e(v).
veV(Q)
Radijus r(G) od G je
vénvl(%) e(v).

Vrh v grafa G za koji vrijedi e(v) = diam(G) zovemo perifernim vrhom u G.

Vrh v grafa G za koji vrijedi e(v) = r(G) zovemo centralnim vrhom u G.

Definicija 2.2 Wienerov indeks W (G) grafa G je suma udaljenosti medu svim parovima

vrhova, tj.



Definicija 2.3 Prosjeéna udaljenost ;(G) vrhova u povezanom grafu G s n vrhova je

ocekivana udaljenost izmedu nasumicno odabranog para razlic¢itih vrhova, tj.

U ovome radu ¢emo se baviti iskljucivo s konac¢nim jednostavnim i povezanim grafovima.
Pritom ¢emo broj vrhova grafa oznacavati s n, a broj bridova s m.



3 Prosjecna udaljenost vrhova u nekim specijalnim gra-
fovima

U ovom odjeljku ¢emo izvesti formule za prosjecnu udaljenost vrhova u nekim specijalnim
jednostavnim grafovima.

3.1 Potpuni grafovi

Potpun graf je tipican, ujedno i jedinstven primjer najgusceg jednostavnog grafa. Pritom
pod ”gusto¢om” podrazumijevamo broj bridova u grafu. Sto je graf guséi, to je stabilniji pa
ga je tesko rastaviti na vise komponenata povezanosti. Slijedi definicija potpunog grafa.

Definicija 3.1 Potpun graf je jednostavan graf u kojemu je svaki par vrhova spojen bri-

dom. Oznaka potpunog grafa s n vrhova je K, .

E]_: 0 Ez: 1 E‘;: 3 'E-i: (i)
L L &
K 10 Kg: 15 Kq:21 Kg: 28

e,

Slika 1: Neki primjeri potpunih grafova s istaknutim brojem bridova

Da bismo izracunali prosjecnu udaljenost vrhova u potpunom grafu K,, potrebno je naci
udaljenosti izmedu svih neuredenih parova njegovih vrhova. No, to je izuzetno lako obzirom
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da su svaka dva vrha spojena bridom, $to znaci da je udaljenost izmedu svaka dva vrha

n
jednaka jedan. Parova vrhova u K, bas kao i u svakom grafu s n vrhova, ima ukupno (2> .

W(K,) = (Z)

Obzirom da nema smisla promatrati K7, jer je to trivijalan graf, tj. graf sa sa samo jednim
vrhom i niti jednim bridom, zakljucujemo da je za sve n > 2 prosjecna udaljenost vrhova u
potpunom grafu K, jednaka

Zakljucujemo da vrijedi




3.2 Putovi

Put P, je jednostavan graf s najveé¢im moguéim dijametrom, odnosno vrijedi diam(P,) =
n—1.
Put ne sadrzi cikluse pa pripada klasi stabala.

$ L ] 9 L
9 ®
L ] @
9
L ]
L @ L ]

Slika 2: Neki primjeri puteva

Da bismo odredili prosje¢nu udaljenost vrhova u putu, najprije ¢emo mu odrediti Wiene-
rov indeks.

Propozicija 3.1 Wienerov indeks puta je

W(P,) = (” ;: 1).

Dokaz. Oznacimo vrhove puta P, slijeva na desno s vy, v, ..., v,. Iz
W(P,) =Y dv,v)
i=1 j=it+1
dobivamo

WP,)=0+24+-+n-1)+0+2+--+n-2)+---+(1+2)+1
2320

Preostaje jos da metodom matematicke indukcije pokazemo kako za svaki prirodan broj n

(o)) G ()= (3) o1

vrijedi



1 2
Za n =1 imamo (2) = ( ) = 0. Pretpostavimo da tvrdnja (3.1) vrijedi za n = k, tj.

>(3)-("57)

(2

Dokazimo da tvrdnja vrijedi za n = k 4+ 1. Koriste¢i induktivnu pretpostavku, imamo
k+1 . ko,
7 7 k+1 k+1 k+1 k+2
_ — = 3.2
> () -2 ) () -+ ()-(7) e
pa je tvrdnja (3.1) dokazana. Posljednja jednakost u (3.2) proizlazi iz Pascalove formule
()=
- + )
T T r—1

1
Dakle, imamo W(P,) = ("‘; ) O

koja glasi:

Sada mozemo dobiti formulu za prosjecnu udaljenost vrhova puta P,:

1 n+1 2in—=2) (n+1)!
“(P”):@'( 3 ): nl 3l(n—2)
~ 2i(n+1)!
3In!
~n+1
=

1
Dakle, prosjec¢na udaljenost vrhova u putu P, je <n—;— >



3.3 Ciklusi

Jos smo u uvodnom dijelu rada definirali ciklus C,,. Ciklus je graf s najmanjim brojem
bridova medu svim jednostavnim povezanim grafovima koji sadrze cikluse. Primijetimo da
je suma udaljenosti izmedu proizvoljnog vrha v € V(C,,) i svih ostalih vrhova u C,, kons-
tantna. Stoga je dovoljno odrediti tu sumu za proizvoljan vrh, pomnoziti ju s brojem vrhova
n i podijeliti sa 2 jer smo u sumi put izmedu svaka dva vrha brojali dva puta.

Slika 3: Neki primjeri ciklusa

Propozicija 3.2 Wienerov indeks ciklusa s n vrhova je
3
— ako je n paran,

n(n?—1)

3 ako je n neparan.

Dokaz. Neka je n paran, odnosno n = 2a, a > 2. Sa t(v) oznacimo sumu udaljenosti vrha
v € V(C,) do svih ostalih vrhova u C,,. Vrijedi

tw)=1+2+-+a+1+2+--+a—1
ala+1) ala—1)
2 T3

= a2.

Dobivamo

Ukoliko je n neparan broj, odnosno n = 2a + 1, a > 1, imamo



tw)=142+---+a+1+2+---+a

_ 2a(a +1)
2
=a’+a.
Slijedi
1
W(e) =5 Y )
veV(Cy)
_ 1 ( 2+
= 5nla a)
1
= 5(2a +1)(a* + a)
_n n?—1
2 4
~ n(n®—1)
B 8

Sada je lako izracunati prosjecnu udaljenost vrhova u ciklusu. Za n paran dobivamo

1 n® 2n3(n-2)!
C)= o= 0 2F
O =y 3 8!

B n3(n — 2!
4(n—2)!(n—1)n

7’L3

4(n—1)n

n2

4(n—1)

dok za n neparan vrijedi

10



Dakle, prosjecna udaljenost vrhova u ciklusu C,, je

2

n
————— n paran
4(n _ 1)7 p )
,U(Cn) =
n+1
1 7 neparan.

11



3.4 Potpuni bipartitni grafovi

Definicija 3.2 Graf je bipartitan ako mu se skup vrhova moZe particionirati v dva skupa
X 1 Y tako da svaki brid ima jedan kraj u X, a drugi u Y. Potpun bipartitan graf je
jednostavan bipartitan graf s particijom (X,Y) kod kojeg je svaki vrh iz X spojen sa svakim

vrhom iz Y. Oznaka je Ky, ,, pri cemu je m = |X|, n = |Y]|.

23 33 14

Slika 4: Neki primjeri potpunih bipartitnih grafova

Propozicija 3.3 Wienerov indeks potpunog bipartitnog grafa K,,,, je
W(Kpn) =m?+n*+mn—m—n.

Dokaz. Neka je (X,Y) biparticija skupa vrhova potpunog bipartitnog grafa K, ,. Da bismo
izracunali Wienerov indeks tog grafa, treba primijetiti da je za svaki vrh v € X udaljenost do
svakog vrha u Y jednaka 1, a do svih preostalih vrhova iz iste particije 2. Slicno zaklju¢ujemo

za proizvoljan vrh v € Y. Dobivamo

W (K,,) = %(m(n +2(m — 1)) + n(m +2(n — 1)))

1
= 5(2mn+2m2+2n2—2m—2n)
:m2+n2+mn—m—n.
O

Buduéi da u K, ,, imamo m+n vrhova, slijedi da je prosjecna udaljenost vrhova u tom grafu
jednaka

M(Km,n):ﬁ(mZ—I—nQ—kmn—m—n)
2
2(m +n —2){(m* +n*+mn —m —n)
- (m+n—-2)!(m+n—1)(m-+n)
_2m* 4 2n® 4+ 2mn — 2m — 2n
B (m+n)(m+n-—1)

12



3.5 Grafovi dijametra dva

U ovom pododjeljku ¢emo izvesti formulu za prosjecnu udaljenost vrhova u proizvoljnom
grafu s n vrhova, m bridova i dijametra 2.

Propozicija 3.4 Neka je G graf s n vrhova i m bridova i neka vrijedi diam(G) = 2.

Wienerov indeks grafa G je
W(G)=n(n—1) —m.

Dokaz. Neka je V(G) = {vy,va,...,v,} skup vrhova, a (d(vy),d(vs), ..., d(v,)) niz stupnjeva
grafa G. Za vrh v; imamo d(v;) vrhova na udaljenosti jedan, a zbog uvjeta na dijametar,
ostalo je jos n — 1 — d(v;) vrhova koji su od v; udaljeni za dva, i = 1,... n.

Koristenjem leme 2.1 o rukovanju, dobivamo

n

=n(n—1)—m.
0

Zakljucujemo da je prosjecna udaljenost vrhova u proizvoljnom grafu G s n vrhova, m bridova
i dijametra 2 jednaka

@) = a5 - (aln =1) =)
_ 2(n—2)!(n(n—1) —m)
(n—=2)!(n—1)n
2n(n —1) — 2m

n(n—1)
2m
=2- n(n—1)

13



4 Granice za prosjecnu udaljenost vrhova u grafu

U ovom ¢emo poglavlju iskazati i dokazati granice za prosjecnu udaljenost vrhova u grafu
obzirom na neke grafovske parametre, kao Sto su, primjerice, broj vrhova, broj bridova, di-
jametar i sli¢no.

Iako se ¢ini da je mogudée uspostaviti neku jasnu vezu izmedu radijusa ili dijametra te pro-
sjecne udaljenosti vrhova u grafu, Plesnik je jos 1984. godine [6] pokazao da, pored ocite
veze 1(G) < diam(G), drugih veza nema. Stovise, veéina otvorenih problema o Wienerovom
indeksu su otvoreni problemi i o prosjecnoj udaljenosti vrhova. Takvih problema ima jako
puno. Primjerice, jo$s nitko nije uspio karakterizirati stabla s n vrhova i dijametra d koji
maksimiziraju Wienerov indeks.

4.1 Podgrafovi

Propozicija 4.1 Neka je G proizvoljan graf i neka je e € E(G) proizvoljan brid u G.
Nadalje, neka je G' podgraf od G nastao uklanjanjem brida e iz G. Tada vrijedi

wG) < (@)

Dokaz. Nekaje e = uv, u,v € V(G). Tada za svaki par vrhova z,y koji sadrze e na najkrac¢em
(x,y)— putu vrijedi
d(;(l’, y) < dG’(xv y)

Obzirom da je dg(u,v) < de(u,v), to je W(G) < W(G') pa je onda i u(G) < u(G"). O
Korolar 4.1 Neka je G proizvoljan graf i neka mu je T razapinjujuce stablo. Tada vrijedi
u(G) < (7)),

pri cemu jednakost vrijedi ako i samo ako je G =T.

Dokaz. Prema definiciji, razapinjujuc¢e stablo nekog grafa G je podgraf sa istim skupom
vrhova V(G) kao i graf G. Stoga je ovaj rezultat direktna posljedica propozicije 4.1 O

14



4.2 Grafovi s fiksnim brojem vrhova

Teorem 4.1 ([Doyle-Graverova formulal) Neka je T stablo s n vrhova. Vrijedi

W(T)z(”“) S @)

veV(T) 1<i<j<k<dr(v)

pri cemu su Ty, T; © Tj, podstabla nastala uklanjanjem vrha v iz T, te d(v) > 3.
Dokaz. Dokaz se nalazi u [2]. O

Teorem 4.2 Za graf G s n vrhova vrijeds

1§u(G)gn;r1.

Donja granica je postignuta jedino u slucaju potpunog grafa, a gornja jedino u slucaju puta.

Dokaz. Kao sto smo spomenuli u pododjeljku 3.1, potpun graf K, ima najveéi moguéi broj
bridova medu svim jednostavnim grafovima s n vrhova jer su u njemu svaka dva vrha spojena
bridom. Iz toga proizlazi da se svaki jednostavan graf GG s n vrhova moze smatrati podgrafom
potpunog grafa, a prema propoziciji 4.1 znamo da vrijedi 1 = p(K,) < u(G), pri ¢emu se
jednakost postize za potpune grafove.

Za dokaz gornje granice prosje¢ne udaljenosti vrhova, potrebno je pozvati se na teorem 4.1
i korolar 4.1. Naime, prema pododjeljku 3.2, znamo da je Wienerov indeks puta jednak
W(P,) = ("H) pa je onda iz formule teorema 4.1 jasno da medu svim stablima s n vrhova,
put ima najve¢i Wienerov indeks pa time i najveéu prosjecnu udaljenost vrhova. Prema
korolaru 4.1 prosjeéna udaljenost proizvoljnog grafa G s n vrhova manja je od prosjecne

udaljenosti nekog svog razapinjujuceg stabla 7'. Dakle, imamo

w(G) < (1) < p(hy)

pa je time dokazana i gornja granica jer je u(P,) = "Tl ]
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4.3 Grafovi s fiksnim brojem vrhova i bridova

Teorem 4.3 Ako je G povezan graf s n vrhova i m bridova, tada vrijedi

2m
w(G) >2— pyp—E

Jednakost vrijedi ako i samo ako je diam(G) = 2.

Dokaz. Primijetimo da u grafu G s m bridova postoji to¢no m parova vrhova na udaljenosti

jedan, a za ostalih (g) — m parova vrhova jedino znamo da im je udaljenost najmanje 2.

(G

Stoga vrijedi

_2n! -
-~ 2l(n —2)!
(=2 n—Dn
— T (n—2) "
=n(n—1)—m.
Dijeljenjem gornje nejednakosti s (Z) dobivamo
W(G) n!
= > 1) —
@) = Ty 2 (=) =) 5
2(n —2)!
> —1)—
(n(n=1) =m) - o =1
g 2
- n(n—1)
pa je jasno da se jednakost postize za grafove dijametra 2. O]

Teorem 4.3 moze se upotrijebiti za dobivanje donje granice za prosjecnu udaljenost vrhova
u proizvoljnom stablu s n vrhova.

Korolar 4.2 Neka je T stablo s n vrhova. Vrijedi
2(n—1)
—

w(T) =
Jednakost vrijedi ako i samo ako je'lT' = S,.

Dokaz. U zvijezdi s n vrhova vrijedi W(S,) = (n—1+(n—1)(14+2(n—2)))/2 = (n—1)* pa
je u(Sy) = @ Treba primijetiti da je zvijezda S, graf s najmanjim brojem bridova medu
svim grafovima s n vrhova i dijametra 2 jer vrijedi |E(S,)| = n — 1. (Stablo s n vrhova ima
n — 1 bridova, vidi [1].) Kombiniranjem ove tvrdnje i tvrdnje teorema 4.3 dobivamo donju

granicu za p(7T). O

Pronalazenje gornje granice za prosjecnu udaljenost vrhova u grafu s fiksnim brojem
vrhova i bridova mnogo je slozeniji posao od pronalazenja donje granice. Tu ¢e nam pomoci
put-potpuni grafovi.
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4.3.1 Put-potpuni grafovi
Definicija 4.1 Put-potpun graf je jednostavan graf dobiven od puta i potpunog grafa tako
da je vrh puta stupnja jedan spojen bridom sa najmange jednim vrhom potpunog grafa.

Za zadane n i m, put-potpun graf je jedinstven i oznacavamo ga s PK, ,. Vise o takvim
grafovima pise u [5].

Slika 5: Put-potpun graf PKg 1,

Lema 4.1 Neka je G povezan graf s n > 2 vrhova i m bridova. Tada je
diam(G) < diam(PK,, ).

Dokaz. Obzirom da je G povezan graf, vrijedin — 1 <m < (g) (pogledati [1]). Ako vrijedi
m=n—1+ (’2’) za neki prirodan broj p, tada najveci dijametar ima onaj graf s n vrhova i
m bridova u kome je Sto vise bridova iskoristeno za konstrukciju potpunog podgrafa K, a
preostali vrhovi i bridovi ¢ine jedan put. Ako, pak, vrijedi m #n — 1 + (12”) ni za jedan p,
tada podgraf koji sadrzi sto vise bridova nije potpun, no, preostali vrhovi i bridovi i dalje
¢ine put koji zavrsava s jednim od vrhova "nepotpunog” podgrafa. Formalniji dokaz moze
se pronadi u [5]. O
Valja napomenuti da put-potpun graf PK, ,, za vec¢inu brojeva n i m nije jedinstven graf s

najve¢im dijametrom, no, zbog jednostavne konstrukcije, cesto se koristi kao primjer grafa s
tim svojstvom.

Nastavljamo s pripremama za glavni rezultat o prosjecnoj udaljenosti vrhova.

Za graf G i prirodan broj k, neka je Sk(G) skup svih neuredenih parova nesusjednih
vrhova u G ¢ija je udaljenost najvise k. Odmah je jasno da vrijedi S1(G) = ().
Sljedeéa lema daje donju granicu za broj elemenata skupa Si(G) obzirom na broj vrhova i
dijametar grafa G.

Lema 4.2 Neka je G povezan graf sn > 2 vrhova i s dijametrom d > 3. Tada za proizvoljan
prirodan broj k, 2 < k < d — 1 vrijedi

k(k +1)

;— L. (4.1)

19(G)| = Z(n —i)=(k=1)n-
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Jednakost se postize ako je G put-potpun graf.

Dokaz. Neka je Gy najkraé¢i put u G koji spaja dva vrha na udaljenosti d. Tada mozemo

vrhove koji ne leze u Gy oznaciti s vy, vs,...,v,_q_1, 1 to tako da grafovi
Gj = G[V(Go] U {Ul, V2, ... ,Uj})

budu povezani za sve j < n —d — 1.

Neka je k fiksan prirodan broj, 2 < k < d— 1. Odmah je vidljivo da jednakost u (4.1) vrijedi
ako je G = Gy. Primijetimo da Si(G;) sadrzi Sg(Gj_1) za sve 1 < j < n —d — 1. Stoga,
lema je dokazana ako pokazemo da skup Si(G;) — Sk(G;_1) ima najmanje k — 1 elemenata.
Promotrit ¢emo dva slucaja:

e Slucaj 1. Neka je eg,(v;) > k. Tada za najmanje & — 1 vrhova z u G;_; vrijedi
2 <dg,(vj,2) < k.

e Slucaj 2. Neka je e, (v;) < k. Vrh v; je susjed s najvise 3 vrha iz Go. Zakljucujemo da
imamo najmanje d — 2 vrhova z takvih da je {v;, 2} € Si(G;). Ocito vrijedi, d —2 > k — 1.
Direktnom provjerom se ustanovljuje da se jednakost u (4.1) postize za put-potpun graf
dijametra najmanje 3. O

Sada mozemo iskazati glavni teorem.

Teorem 4.4 Medu svim grafovima s n vrhova @ m bridova, najvecu prosjecnu udaljenost

vrhova ima put-potpun graf.

Dokaz. Dokazat ¢emo da medu svim grafovima s n vrhova i m bridova, najveéi Wienerov
indeks ima put-potpun graf. Iz toga ¢e slijediti tvrdnja teorema.

Stavimo oznake D := diam(PK,,,) i d := diam(G).

Ako je d < 2, tada prema teoremu 4.3 vrijedi W(G) = n(n—1) —m < W(PK,,), odnosno
1w(G) < W(PKpm).

Pretpostavimo da je d > 3. Neka je s; broj neuredenih parova vrhova u G na udaljenosti ¢,

gdje ¢ > 0. Imamo
. n
sp=m 1 81+82+...+sd=m+|5d(G)|:(2>.

Racunanjem dobivamo

d d—1

W(G) = is; = s1+[Sa(@)] + D _(1Sa(G)| = 1S:i(G)])

i=1 i=1

()5 () )

)

Iz leme 4.1 dobivamo D > d, a iz leme 4.2 slijedi nejednakost

wie) < (5)+ DZ ((3) == 18:PRal) = WPEL).
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odnosno

(G < p(PKym).
0

Primjedba 4.1 Iz teorema 4.4 je moguce dobiti eksplicitnu formulu za prosjec¢nu udaljenost

vrhova u put-potpunom grafu PK, ,,. Miju ovdje necemo izvesti jer je racun dosta zahtjevan.
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5 Uklanjanje vrha

Sada ¢emo vidjeti na koji nacin uklanjanje vrha iz grafa utjece na prosjeénu udaljenost.
Rezultati ¢e se odnositi na Wienerov indeks iz ¢ega se mogu dobiti rezultati i o prosjecnoj
udaljenosti vrhova.

Neka je f realna funkcija dvije prirodne varijable. Definirajmo realnu funkciju F takvu
da za povezan graf GG i za vrh v za koji je graf G — v povezan imamo

Fy(G,v) .= f(W(G —v), W(G)).

Razmatrat ¢emo sljedeca svojstva monotonosti funkcije f:
(Pj): funkcija f(i,j) pada u ovisnosti o j
(Ri): funkcija f(i,7) raste u ovisnosti o i
(Rh): funkcija g(h) := f(h, h + t) raste za bilo koji fiksan prirodan broj t.

Sa w+ PK,,,, ¢emo oznaciti graf dobiven od put-potpunog grafa PK,, ,, tako da spojimo
novi vrh w sa svakim vrhom u PK, ,,. Zanimat ¢e nas ekstremne vrijednosti funkcije FY.

Teorem 5.1 Neka je v vrh grafa G s n > 2 vrhova i m > 2n — 3 bridova, i pritom su G i
G — v povezani. Ako funkcija f(i,7) zadovoljava svojstva (Pj) i (Ri), tada vrijedi

Ff(G,'U) < Ff(w + PKn—l,m—n+17w)'

Dokaz. Obzirom da je w + PK,_1,—n+1 graf s n vrhova, m bridova i dijametra dva, to
prema teoremu 4.3 imamo W(G) > n(n —1) —m = W(w + PKp—1m—n+1)-

Nadalje, za graf G — v s n — 1 vrhova i m’ bridova, pri cemu je m — (n — 1) < m/ < m, iz
teorema 4.4 slijedi W(G —v) < W(PK\—1m—n-1)-

Koristenjem svojstava (Pj) i (Ri), tvrdnja teorema je dokazana. O

Teorem 5.2 Neka je G povezan graf s n > 2 wvrhova i neka je za v € V(G) graf G — v
takoder povezan. Ako funkcija f(i,7) zadovoljava svojstva (Pj) i (Ri), tada vrijedi

Fr(G,v) < max Fr(w+ PKp_1m—nt1,W).

" 2n—3<m<n(n—1)/2

Dokaz. Ako grafu G dodamo brid incidentan s vrhom v, tada se vrijednost funkcije Fy
povecava. Zato se mozemo ograni¢iti na grafove s najmanje 2n — 3 bridova. Ostalo slijedi iz

teorema 5.1. N

Neka je T;,; skup svih povezanih grafova s n vrhova koji sadrze vrh v tako da

Z dg(v,w) = t.

weV(G)

Sljedeca lema pokazuje da put-potpun graf ima najveéi Wienerov indeks medu svim grafo-
vima skupa 7, ;.
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Lema 5.1 Neka su n it prirodni brojevi takvi dan > 2 i1n—1 <1t < (g‘) Tada za bilo
koji graf G' € T,y imamo W(G') > W(PK,.), gdje je m = (n +2)(n —1)/2 — t. Stovise,
jednakost se postize ako i samo ako je G = PK,, .

Dokaz. Dokaz ove leme moze se pogledati u [7]. O

Teorem 5.3 Neka je v vrh grafa G s n > 2 wvrhova @ neka su G © G — v povezani. Ako
funkcija f(i,7) zadovoljava (Pj) i (Rh), tada vrijedi

min Fi(PKym, tnm) < Fr(G,v),

n71§m§(g)f(n72)
gdje je Uy, vrh stupnja jedan u PK,, .

Dokaz. Svojstvo (Pj) kaze da ako iz G izostavimo brid incidentan s v, vrijednost funkcije
F; se smanjuje. Stoga se mozemo ograniciti na slucaj kada je v vrh stupnja jedan u G.

Ozna¢imo Y. dg(v,w) =: o(v). Dobivamo
weV(GQ)

2n —3 < o(v) < (Z) (5.1)
Stoviée, imamo
W(G) =o()+W(G —v)

pa je

Fi(G,v) = f(W(G —v),0(v) + W(G —v)). (5.2)
Ako stavimo t' = o(v), tada prema lemi 5.1, jednakosti (5.2) i svojstvu (Rh) imamo da je
Fi(PKpm, Unm) < Fr(G,v), gdje je o(upm) =t itada jem = (n+2)(n—1)/2—t". Nadalje,
nejednakosti (5.1) dajun —1 <m < (3) — (n — 2). Time je tvrdnja teorema dokazana. [J

Uzmimo u obzir neki specijalan izbor funkcije f. Primijetimo da funkcija f(i,7) = i/j za-
dovoljava svojstva (Pj), (Ri) i (Rh) pa mozemo primjeniti teoreme 5.1, 5.2 i 5.3 na omjer

W(G —v)/W(Q).

Kako je

(G —v) 2 W(G —v)
u(G) ‘<”n—2) WG

to je iz odnosa Wienerovih indeksa grafova G'i G — v moguce izvesti zakljucak i o odnosu
izmedu prosjecnih udaljenosti vrhova u Gi1 G — v.
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6 Zakljucak

Prosjeéna udaljenost vrhova u nekom grafu od velikog je znacaja u svim znanstvenim disci-
plinama u kojima se odredeni objekti i veze izmedu njih mogu modelirati povezanim grafom.
Prosjecna udaljenost vrhova usko je povezana s Wienerovim indeksom, grafovskom invari-
jantom koja se intenzivno proucavala, a i dalje se proucava, kako u teorijskoj, tako i u
primijenjenoj matematici. Pojavila se u kemiji, a danas je vrlo popularna u teoriji kom-
pleksnih mreza. Za povezane grafove sa izrazito velikim brojem vrhova, ra¢unanje prosjecne
udaljenosti vrhova nije jednostavan posao. Treba naci udaljenosti medu svim parovima vr-
hova, sumirati ih i tako dobiveni broj podijeliti s brojem svih neuredenih parova vrhova
u grafu. Ipak, za neke specijalne klase grafova pronadene su egzaktne formule ili su, pak,
nadene ocjene te velic¢ine.

Iako se prosjecna udaljenost vrhova u grafu pocela proucavati prije polovice 20. stoljeca, i
danas postoje razni otvoreni problemi koji su s njom usko povezani.
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