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Sazetak: Cilj ovog zavrénog rada je dati pregled nekih diskretnih nejednakosti za re-
alne i kompleksne brojeve. To ukljucuje nejednakosti izmedu osnovnih sredina, Cauchyevu
nejednakost i neka njezina poopcenja i profinjenja, Holderovu nejednakost te nejednakost
Minkowskog. Nadalje, rad obuhvaé¢a Abelovu i Cebisevljevu nejednakost te Griissovu i Bier-
nacki nejednakost. Na kraju, donosi kratki pregled nejednakosti za konveksne funkcije kao
sto su Jensenova i Petrovi¢eva nejednakost.

Kljucne rijeci: Nejednakosti izmedu osnovnih sredina, Cauchyeva nejednakost, Holderova
nejednakost, Cebisevljeva nejednakost, Abelova nejednakost, Giissova nejednakost, Jense-
nova nejednakost, Petrovi¢eva nejednakost.

Discrete Inequalities

Abstract: The main purpose of this paper is to provide an overview of some discrete
inequalities for real and complex numbers. These include: inequalities between elementary
means, the Cauchy inequality as well as some refinements and generalisations of Cauchy
inequality. Furthermore, the paper encompasses the Abel inequality, Cebysev’s inequality,the
Griiss inequality and the Biernacki inequality. Lastly, it brings brief survey of inequalities
for convex functions such as Jensen’s inequality and the Petrovi¢ inequality.

Key words: inequalities between elementary means, Cauchy inequality, Holder’s inequ-
ality, Cebysev’s inequality, the Abel inequality, the Griiss inequality, Jensen’s inequality, the
Petrovié¢ inequality.



Uvod

U ovom zavr$nom radu bavimo se proucavanjem nekih diskretnih nejednakosti za realne i
kompleksne brojeve. Tako ¢emo u prvom poglavlju vidjeti sto su osnovne sredine i proucit
¢emo nejednakosti izmedu osnovnih sredina.

Nadalje, u drugom poglavlju ¢emo najprije prouciti Cauchyevu nejednakost, nju ¢emo iska-
zati i dokazati. Nakon toga ¢emo proucavati neka njezina poopcéenja i profinjenja kao sto su
Wagnerova, de Bruijnova , Daykin-Eliezer-Carlitzova, Casselsova nejednakost i nejednakost
Poélye i Szegoe. U zadnjem dijelu drugog poglavlja proucit ¢emo Holderovu nejednakost te
nejednakost Minkowskog.

U treéem poglavlju bavit ¢emo se s Abelovom nejednakosti, nakon nje s Cebisevljevom ne-
jednakosti. Proucit ¢emo i Griissovu nejednakosti te Biernacki nejednakost.

U cetvrtom poglavlju definirat ¢emo konveksnu funkciju i izreé¢i njezinu karakterizaciju te
¢emo proucavati nejednakosti vezane uz konveksnu funkciju kao Sto su Jensenova i Pe-
trovi¢eva nejednakost.



1. Nejednakosti izmedu sredina

Tijekom svog svakodnevnog zivota Cesto se susre¢emo s prosjekom, racunamo prosjek ocjena,
potrosnje, placa itd. Prosjek je samo drugi, odonosno popularniji naziv za aritmenticku sre-
dinu. No, aritmeticka sredina, iako mozda najpoznatija, nije jedina sredina koju mozemo
racunati.

Dakle, za pocetak definirajmo osnovne sredine.

Definicija 1.1. Neka je a = (ay, ..., a,) dana n-torka pozitivnih brojeva. Tada je
harmonijska sredina H,(a) brojeva ay, ...,a, definirana izrazom

n
Hy(a) = +—;
o + ...+ a

geometrijska sredina G, (a) brojeva ay, ..., a, definirana izrazom
Gnla) = ay - - ap;

aritmeticka sredina A, (a) brojeva ay, ..., a, definirana izrazom

ay + ...+ ap
n )

Ay, (a) =

kvadratna sredina K,(a) brojeva ay, ..., a, definirana izrazom

2 2
Kofa) =/ 0,

Teorem 1.1. Za bilo koja dva pozitivna broja a 1 b vrijeds

a;bzw%. (1)

Jednakost vrigedi ako i samo ako a = b.

Dokaz. Za bilo koja dva pozitivna broja a i b o¢ito vrijedi nejednakost
(Va— Vb >0, (x)

pri ¢emu jednakost vrijedi akko a = b. Kvadriranjem i daljnjim transformacijama (x) dobi-

vamo
a—2vVab+b>0,
a+b>2vab,
odnosno,




Teorem 1.2. Za bilo koja dva pozitivna broja a i b vrijeds

Vab >

: (2)

Q=

+

S

Jednakost vrijedi ako i samo ako a = b.

Dokaz. Ako nejednakost (1) zapisemo za brojeve < i 3 dobivamo

14l 1 1
a > o
2 - ab v ab
sto je ekvivalentno nejednakosti (2), jednakost vrijedi akko a = b. O

Teorem 1.3. Za bilo koja dva pozitivna broja a i b vrijeds

a-+b [a? + b?
2 = 2 (3)

Jednakost vrijedi ako i samo ako a = b.

Dokaz. Kako za a i b o¢ito vrijedi
(a—b)* >0,

a’ + b > 2ab.

Tada imamo
(a+b)? = a* + 2ab + b* < 2(a® + b?).

Kako su a i b pozitivni brojevi slijedi

a+b<y/2(a?+b?).

Time smo pokazali (3). Budué¢i da jednakost u (a — b)* > 0 vrijedi akko a = b slijedi da
jednakost u (3) vrijedi akko a = b. O

Napomena 1.1. Gore navedene nejednakosti (1), (2) i (3) se u literaturi se nazivaju redom
nejednakost izmedu aritmeticke v geometrijske sredine dva broja, nejednakost izmedu geome-
triyske © harmonigske sredine dva broja te nejednakost izmedu aritmeticke 1 kvadratne sredine

dva broja. Te nejednakosti éemo skraceno zvati AG nejednakost za (1), GH nejednakost za
(2) te AK nejednakost za (3).

Slijededi teorem daje nam poopéenje prethodnih nejedakosti za n pozitivnih brojeva.
Teorem 1.4. Neka je a = (ay,...,a,) proizvoljna pozitivna n-torka realnih brojeva. Tada
vrigeds

K, (a) > A,(a) > Gu(a) > Hy(a). (4)

Jednakost vrijedi ako i samo ako a1 = ... = a,.



Dokaz. Dokazimo najprije drugi dio nejedankosti, tj. AG nejednakost. Za dokaz ¢emo
koristiti metodu matematicke indukcije.

Za n = 2 nejednakost A, (a) > G,(a) postaje ‘“”5“2 > \/aias $to smo pokazali da vrijedi u
Teoremu 1.1.

Pretpostavimo da AG nejednakost vrijedi za n = k, tj. da vrijedi

A > Gy (5)
Tada je na osnovu (1)

Ak+1 + (/{Z — 1)Ak+1

A= 3 > (ap AR =Gl (6)
Kako je
Ak i A= a, + aq —IL— ..+ Qg 4 Ap+1 + (k}k— 1)Ak+1
_ (kA DAt (k= DA,
- L — k+1)

vodeéi ra¢una o (5) i (6), imamo
1
2

1 1
= (GYGY)7 = (GRapn Ap)™
_ (Gk'HAk_l)ﬁ‘

Appr = (A + A) > (AA)'? > (GxG)'?

k14 k41
Dakle,
2% k1 gk—1
A = G A
odnosno
App1 > Gigr
Time je induktivni dokaz zavrsSen.
Dokazimo da jednakost u A, (a) > G,(a) nastupa akko je a3 = ... = a,.
Ako je a; = ... = a,, tada imamo jednakost u AG nejednakosti. Pretpostavimo da su barem

dva broja od aq, ..., a, razli¢iti, na primjer, neka je a; # as. Tada je

ap+ag+..+a, BFR4UEL L4 +a,
n n

1
a1+a2 2& a "
2 3 n

jer je

ai + as

5 > \Jaias, za a; # as.




Ovime smo dokazali AG nejedankost.
Dokazimo sada GH nejednakost G, (a) > H,(a). AG nejedankost za brojeve =, ... i daje

ap’
1 1\" L4.+L
(__> <4 On (7)
a1 Qp

Ovdje znak jednakosti vrijedi akko a—ll =..= %, odnosno akko a; = ... = a,. Iz (7) slijedi
G,(a) > H,(a). Preostalo nam je jos da pokazemo AK nejednakost A, (a) < K,(a).
Krenimo od identiteta

(ay+ ... +a,)? =ai + ... +a +2(a1az + araz + ... + an_1a,).

Kako znamo da vrijedi a® + b* > 2ab za svaka dva realna broja a i b (slijedi iz (a — b)? > 0),
tada je 2a;ar < a? +a? zaik=1,..,n, i # k. Sada imamo nejednakost

(a1 + ... +a,)* =al + ... + a2 +2(a1as + araz + ... + an_1a,) < nfad +...+a2) (8)

koja vrijedi za sve realne brojeve ay, ..., a,. Kako su svi ay, ..., a,, pozitivni, iz (8) slijedi

1
a1+ ... +a, < (n(al + ...+ a3))?, 9)
tj. AK nejednakost. O
Na slican nac¢in definiramo tezinske sredine.

Definicija 1.2. Neka su a = (ay,...,a,) i w = (wy,...,w,) dane n-torke pozitivnih realnih
brojeva i neka je

n
i=1

Tada je
harmonijska sredina H,(a;w) brojeva ay, ..., a, s tezinama wy, ..., w, definirana izrazom

Wi,

wy Wn
o + ...+ o

Hy(a;w) =

)
geometrijska sredina G, (a;w) brojeva ay, ..., a, s tezinama wy, ..., w, definirana izrazom

Gn(a;w) = W«\n/aqlul Y a/;lé)n,

aritmeticka sredina A,(a;w) brojeva ay, ..., a, s teZinama wy, ..., w, definirana izrazom

An(a; w) _ W1 +W + wnan;

kvadratna sredina K, (a;w) brojeva ay, ..., a, s teZinama wy, ..., w, definirana izrazom

wia? + ... + w,a?
Kn(a;w)Z\/ —! W n




Primjetimo da smo se s ovim definicijama susretali i u prethodnom tekstu samo §to su tezine
bile cijeli brojevi. Kao §to smo pokazali u Teoremu 1.4 isto se moze pokazati i za osnovne
tezinske sredine tj.

Hy(a;w) < Gpla;w) < Ap(a;w) < Ky(a;w), (10)

pri ¢emu jednakost vrijedi ako i samo ako a; = ... = a, (dokaz ove nejednakosti mozete
pronadi u [4, str. 14.-15.] ).

U sljede¢em teoremu Gy, (a; w) i A, (a; w) su definirane kao u Definiciji 1.2 pri ¢emu su tezine
realni brojevi (dokaz nejednakosti mozete pronaci u [4, str. 15.-16.]).

Teorem 1.5 (Suprotna AG nejednakost). Neka je a = (aq, ..., a,) pozitivna n-torka i neka
je w = (wy, ..., wy,) n-torka realnih brojeva takva da vrijedi

wy, >0, w;<0zai=1,...,n, W, >0.

Tada je
Ap(a;w) < Gy (a;w). (11)

Jednakost vrijedi ako i samo ako je a1 = ... = a,.



2. Cauchyeva nejednakost i nejednakosti povezane s
njom
2.1. Cauchyeva nejednakost

Sljedeca nejednakost u literaturi poznata je kao Cauchyeva, Cauchy-Schwarzova ili Cauchy-
Bunyakovsky-Schwarzova nejednakost. Skrac¢eno je oznacavamo sa C'S B nejednakost.

Teorem 2.1. Neka su a = (ay,...,a,), b = (by, ..., b,) n-torke realnih brojeva. Tada vrijedi

n 2 n n

i=1
Jednakost vrijedi ako i samo ako su n-torke a i b proporcionalne.

Dokaz. Promotrimo polinom P : R — R definiran s

n

P(t)=> (ait —b;)*.

i=1
Ocito da je za svaki t € R
P(t) = (Z af) -2 (Z a,-bi) t+ >y b
i=1 i=1 i=1
Kako je P(t) > 0 za svaki ¢t € R, diskriminanta polinoma P ne moze biti pozitivna, to jest
1 n 2 n n
_ ) 2 2
OZZA—<Zazbz> Zazzbw
=1 =1 =1
odakle slijedi trazena nejednakost (12). O

Nejednakost (12) je prvi dokazao A.L. Cauchy! 1821. godine. Integralni oblik nejednakosti
je dokazao V.Y. Bunyakovsky? 1859. godine, a odgovarajuéu verziju ove nejednakosti za
unitarne prostore dokazao je H.A. Schwarz® i uglavnom je poznata kao Schwarzova nejed-
nakost.
U nastavku slijedi C'SB nejednakost za kompleksne brojeve ¢iji dokaz mozete pronadi u |2,
str. 6].

Teorem 2.2. Neka su a = (ay,...,a,), b = (by, ..., b,) n-torke kompleksnih brojeva. Tada

n 2 n n
D oaib| < lal?> ] [bif? (13)
=1 =1 =1

Jednakost vrijedi ako i samo ako su n-torke a i b proporcionalne.

! Augustin Louis Cauchy (1789.-1857.), francuski matematicar
2Viktor Bunyakovsky (1804.-1889.), ruski matematicar
3Karl Hermann Amandus Schwarz (1843.-1921.), njemacki matematicar

7



2.2. Wagnerova nejednakost

Sljede¢e poopcenje CSB nejednakosti (12), koje se moze (s dokazom) naéi u [3, str. 85], u
literaturi je poznato kao Wagnerova nejednakost.

Teorem 2.3. Neka su a = (ay,...,a,) i b = (by,...,b,) n-torke realnih brojeva. Ako je
0<x<1, onda

(iakbk+x 5 aibj>2glzak+zx 5 ] [Zb2+2x S |, ()

k=1 1<i#j<n 1<i<j<n 1<i<j<n
Dokaz. Za svaki x € [0, 1], promotrimo sljede¢i polinom drugog stupnja u y:

n

> (ary — bk)] (%)

k=1

n

Py) = (1 —x) Z(aky — b))+

k=1

(1—x) [ Zak—2y2akbk+2b2]

() (B (B) ()
= (1—x)§ai+x(§ak>2 y?

—2y[1—$ Zakbk+:ﬂ;ak2bk]

+(1—x)kz_:bﬁ+x<z_:bk>

ol
M-
3 —_

S
N
Ny

no

Buduéi da

3
3
3



(i ) Zb2—2 > biby,

k=1 1<i<j<n
imamo

P(y) = (Zak + 2z Z a; a]>

1<i<j<n

—2<Zakbk+x Z >y+2b2+2$ Z bib;.
k=1

1<i#5<n 1<i<j<n

Iz (%) slijedi da je P(y) > 0 za svaki y € R. Dakle, diskriminanta polinoma P ne moze biti
pozitivna, odnosno

2
0>= A (Zakbk—l—x Z a;b >

1<i#j<n
(Zak—i—%a Z alaj> <Zb2+2x Z bb>
1<i<j<n 1<i<j<n
Ovime je dokaz dovrsen. O

Napomena 2.1. Ako je x =0, tada iz (14) dobivamo CSB nejednakost (12).

U nastavku slijedi Wagnerova nejednakost za kompleksne brojeve (dokaz mozete pronadi u
2, str. 24.-26.]).

Teorem 2.4. Neka sua = (aq,...,a,) i b= (by,...,b,) n-torke kompleksnih brojeva. Za svaki
x € [0,1] imamo

<Z Re(apby) + Z Re(aﬁﬂ)

k= 1<i#j<n

k=1 1<i<j<n

(15)

7

lap|* + 2z Z Re(a;a;)

k=1 1<i<j<n

Napomena 2.2. Ako je x = 0 dobivamo CSB nejednakost




2.3. De Bruijnova nejednakost

Sljedeée profinjenje CSB nejednakosti je dokazao N.G. de Bruijn* 1960. godine.

Teorem 2.5. Ako je a = (ay, ..., a,) n-torka realnih brojeva i z = (21, ..., z,) n-torka kom-
pleksnih brojeva, tada je

2 n n
< >a [Dzkm
k=1

k=1

n n
2 : § : 2
Q2 2L
k=1 k=1

Jednakost vrijedi ako i samo ako za k = 1,...,n je ap = Re(tzy), gdje je t kompleksan broj
takav da je t*Y ._, 22 realan i nenegativn broj.

] | (1)

Dokaz. Istovremenom rotacijom svih z;, oko ishodista dobivamo

n

Z A2k Z 0.

k=1

Ova rotacija ne utjece na module

n

2
DA

k=1

i |z za k=1,..,n.

)

n
E A2k
k=1

Dakle, dovoljno je dokazati nejednakost (16) za slucaj gdje je > ) _; arzp > 0.
Ako stavimo zy, := zy, + iyg, k= 1,...,n, onda, koristeé¢i CSB nejednakost (12) imamo

= (Z akzk) = (Z akxk> <> ap) ai (17)

k=1 k=1 =

n

E A2k

k=1

Kako je

227 = |2 |* + Re(z})

za svaki k = 1,...,n i iz (17) slijedi da je

2
n 1 n n n
Z apzp| < 5 Z a; [Z 2| + Z Re(z}) (18)
k=1 k=1 k=1 k=1
Kako je
ZRe(zz) = Re (Z z,%) < Zzz : (19)
k=1 k=1 k=1
dobivamo nejednakost (16) iz (19). O

4Nicolaas Govert de Bruijn (1918.-2012.), nizozemski matematicar

10



2.4. Daykin-Eliezer-Carlitzova nejednakost

Sljedeca nejednakost je Daykin-Eliezer-Carlitzova varijanta C'S B nejednakosti za funkcije.

Teorem 2.6. Neka su a = (ai,...,a,) i b = (by,...,b,) dvije n-torke pozitivnih brojeva i
f,9:]0,00) x [0,00) — (0,00). Nejednakost

<Z aibi> < Zf(ai,bi) Zg(ai,bi) < Za? ‘ b? (20)

vrijedi ako i samo ako

za svaki a,b, k > 0.

Dokaz. Nuznost: Doista, za n = 1, nejednakost (20) postaje

(ab)* < f(a,b)g(a,b) < a®b?, a,b>0

sto daje (21).
Zan =2 u (20) koriste¢i (21) imamo

2a1b1a2by < f(ay,b1)g(ag, ba) + f(az, ba)g(ay,by)
< afbj + a3b?,

(24)

za svaki a;,b; > 0,1 =1,...,n.
Eliminiranjem g iz (24), imamo

9 < f(a17b1) ) asby 4 f<a27b2> ) a1 by < a1 by 1 asb;
f(az,b2) a by f(alubl> asby asb; a1 by

za svaki a;, b; > 0,1 =1, 2.
Supstitucijom u (25) a za a1, b za by, ka za as i kb za by za k > 0, imamo

(25)

fab) o flka, kD)
25 T e’ T @b

Ovo vrijedi ako k%f(a,b)/f(ka,kb) = 1, §to je uvjet (22).
Koriste¢i (25) za a; = a,b; = 1,a3 = b i by = 1 imamo

k2 <2

11



f(a,1)

—

(0,1)

a b ﬂ é
2s fo0) TRy S T (26)

Prva nejednakost u (26) je uvijek zadovoljena dok je druga nejednakost ekvivalentna (23).
Dovoljnost: Pretpostavimo da (21) vrijedi. Tada nejednakost (20) mozemo zapisati u obliku

2 Y abiab; < Y [f(ai,bi)glag,by) + fag, bi)glai, b))

1<i<j<n 1<i<j<n

< 3 (a+ad).

1<i<j<n

Stoga je dovoljno pokazati

2a;b;a;0; < f(a;,b;)g(a;, by) + f(aj,b5)g(as,b;)

< @21 + a2 27
1Y 771
Pretpostavimo da je (23) istinita. Tada je (26) valjana i koristenjem (25) za a = ,b = ¢
te koristenjem (23) dobivamo
9 < f(ai, bl) ) Cljbj i f(&jabj) Gibi < aibj 4 ajbi (28)

- f(aj, b]) aibi f(ai, bl) . ajbj - ajbl- aibj ’
Mnozenjem prethodnih nejednakosti (28) s a;b;a;b; > 0, 4,7 = 1,...,n i koristenjem (21)
dobivamo (27). O

2.5. Casselsova nejednakost

Teorem 2.7. Neka su a = (ay,...,a,) t b = (b1, ..., b,) n-torke pozitivnih realnih brojeva i
w = (wy, ..., w,) n-torka nenegativnih realnih brojeva. Pretpostavimo da je

m:min{%} iM:maX{%}, ie{l,..,n}. (29)
Tada imamo nejednakost

Z?:l w,»a? Z?:I wibf < (m + M)2

30

(2?21 wiaibi)Q - 4mM (30)

Jednakost vrijedi u (30) kada je wy = =, wy = o=, Wy = .. = Wy = 0, m = {4
M=o
bn

Dokaz. Casselsov® dokaz mozete pronadi u [1, str. 37.]. Mi ¢emo ovu nejednakost dokazati
koristeci tezisnu metodu. Ako w; supstituiramo sa 33 tada lijeva strana nejednakosti (30) se

moze izraziti kao
N
D?
®John William Scott Cassels (1922.-2015.), britanski matematicar
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2
gdje je N = Y"1, (%) wiD=73%", (%) w; pri cemu bez smanjenja opéenitosti pret-
postavimo da je Y " ,a; = 1. No tada tocka s koordinatama (D, N) mora lezati unutar

2
konveksnog zatvaraca® n tocaka (ﬂ ot

s b2>. Stoga je vrijednost % na tockama parabole jed-

naka jedan. Ako je m = min {Z—} i M = max {Z—} tada minimum mora lezati na spojnici
tocaka (m,m?) i (M, M?). Daljni racun nas dovodi do (30). O
2.6. Nejednakost Pdlye i Szegoe

Prije same nejednakosti ¢emo iskazati te dokazati neke nejednakosti potrebne za dokazivanje
nejednakosti Pélye” i Szegoe® .

Teorem 2.8 (Rennieova nejednakost). Neka je w = (wy, ..., w,) pozitivna n-torka i neka je
a = (ay, ..., a,) takva n-torka da vrijedi

O<m<a,<Mzak=1,..,n. (31)
Tada je
N wiar +mM S 2 < (m+ MW, (32)
k=1 1k

Jednakost u (32) vrijedi ako i samo ako postoji skup I C {1,...,n} takav da je a; = m za
i€lia=Mzie{l, .. ,n}\I

Teorem 2.9 (Kantoroviceva’ nejednakost). Neka je w = (wy, ..., wy,) pozitivna n-torka i
neka je a = (ay, ..., a,) takva n-torka da vrijedi (31). Tada je

(M +m)?

Ap(a;w) < H,(a;w). (33)

Jednakost uw (33) wvrijedi ako i samo ako postoji skup I C {1,...,n}, takav da je W; =
Zidwi:%, a;=M zai€l,a;,=m zai¢l.
Dokaz. Nejednakosti (32) dodajemo ocitu nejednakost

1
2

(2”: wkak> 5 — (mMXn: %) > 0. (34)

Tako dobivamo

(M +m)W,, > Q(mM)% (Z wkak) (mMZ Z—:)

Snajmanji konveksni skup koji sadrzi te tocke

"George Pélya (1887.-1985.), madarski matematicar

8Gébor Szegd (1895.-1985.), madarski matematicar

9Leonid Kantorovich (1912.-1986.), ruski matematicar i ekonomist

1
2
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Ova nejednakost ekvivalentna je s (33).
Pretpostavimo da su ispunjeni uvjeti za jednakost u (32). Tada takoder mora vrijediti
jednakost u (34). To daje

W[M + (Wn - Wj)m = W[m + (Wn — WI)M

to jest

Wy
W[ — 7

O

Teorem 2.10 (nejednakost Pélye i Szegoe). Neka su a = (ay,...,a,) i b = (by,...,b,) dvije
n-torke realnih brojeva takvih da vrijeds

O<m§%§Mzak:1,...,n. (35)
k

(g&) <262> - WZ;A]Z (Z“kbk> - (36)

Dokaz. Nejednakost (36) slijedi iz Kantoroviceve nejednakosti (33), ako iskoristimo zamjene
ak—>‘;—:,wk—>akbk, zak=1,..n. O

Tada imamo

Napomena 2.3. Pdlya 1 Szego su dobili analogan rezultat uz uvjet
O<mi<ap, <M, 0<mg<b,<Myzak=1,..,n

Tay rezultat se lako dobiva iz gornjeg ako koristimo zamjene m — T+, M — %;

Primjetimo da nejednakost Pélye i Szegé (36) mozemo dobiti iz Casselsove nejednakosti (30)
ako nam je >, w; =1 u (30).

2.7. Holderova nejednakost

Teorem 2.11. Neka su a = (ay,...,a,),b = (by,...,b,) dvije pozitivne n-torke i p, q dva
realna broja razlicita od nule takva da je i + é =14p>1. Tada tmamo

s (3out) (2 bq) | @)
Za p < 1 vrijedi suprotna nejednakost u (37). Jednakost vrijedi ako i samo ako su af =
(af,...;aP) 1 b9 = (b],...,b%) proporcionalne n-torke.

Dokaz. Za x,y > 0tezap>0i % + % = 1 vrijedi tezinska AG nejednakost dva broja

qr +py

xp+qyp+q < ,
p+q

14



odnosno

Slijedi
"oaby 1Y a1 11
Zz?IG’I S_Z'L:laz +_21:1 7 :_+_:1
A»B: ~p A qg B poq
Jednakost vrijedi akko % = %, odnosno akko su a” i b? proporcionalne n-torke. Za p < 1
dokaz suprotne nejednakosti u (37) je analogan samo se koristi suprotna AG nejednakost

(11). O

U nastavku slijedi Holderoval® nejednakost za kompleksne brojeve (dokaz nejednakosti (39)
mozete pronadi u [4]).

Teorem 2.12. Ako su a = (ay,...,a,) i b = (by,...,b,) kompleksne n-torke i 1 < p < o0,

1,1 _ -
5+ 5 =1 tada je
< (o)
i=1

2.8. Nejednakost Minkowskog

B =
Q=

n

Z aibi

=1

(fj |bz-\q) . )

=1

Teorem 2.13. Ako su a = (ay,...,a,) i b = (by,...,b,) dvije pozitivne n-torke i p > 1, tada
Je

RO R

a ako je p < 1 (p # 0) vrijedi suprotna nejednakost. Jednakost vrijedi u (40) ako i samo ako
su a i b proporcionalne n-torke.

[Z(CLZ —+ bz)p

=1

Dokaz. Podimo od identiteta

n n

Z(ai + bz)p = CLZ‘(CLZ‘ + bi)p_l + zn: bz((lZ + bi)p_l. (41)

i=1 i=1 1=1

00tto Ludwig Holder (1859.-1937.), njemacki matematicar
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Neka je ¢ definirano sa % + % =1,t. ¢q = p%l. Za p > 1, tada Holderova nejednakost
implicira

p— p—1

> (@i +bi)P < <Zap> <Z(ai+bi)p> "y (pr) (Z(ai+bi)p> -

i=1 i=1 =1

SA L

odakle dobivamo (40). Ako je p < 1, vrijedi suprotna Hélderova nejednakost, pa time i
u (40). Koristedi uvjete za jednakost u Holderovoj nejednakosti, neposredno dobivamo da
jednakost (40) nastupa ako i samo ako su n-torke a i b proporcionalne. O

Sljededi teorem nam govori o nejednakosti Minkowskog!!' za kompleksne brojeve (dokaz ne-
jednakosti (42) mozete pronaéi u [4]).

Teorem 2.14. Ako su a = (ay,...,a,) i b= (b1, ...,b,) kompleksne n-torke i p > 1, tada je

p < <Z ’@i\p>p + (ZV%'V’)p- (42)

i=1 =1

[Z \ai + bz’p

i=1

"Hermann Minkowski (1864.-1909.), njemacki matematicar
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3. Cebisevljeva nejednakost i s njom povezane nejed-
nakosti

3.1. Abelova nejednakost

Teorem 3.1. Neka je a = (aq,...,a,) n-torka realnih brojeva i s, = Zle a;k=1,...ni
neka je b = (by, ..., b,) n-torka realnih brojeva takva da je by > ... > b,.
Ako oznacimo m = min s, ¢ M = max S, onda je

1<k<n 1<k<n

mb; < a1by + ... + apb, < Mb,. (43)

Dokaz. Koristit éemo poznati Abelov'? identitet:

Zakbk = Slbl + (82 — Sl)bg + ...+ (Sn — Snfl)bn
k=1

= Sl(bl — bg) + ...+ Sn—l(bn—l — bn) + Snbn-

Kako je
m(b1 - bg) < Sl(bl - bg) < M(bl — b2)
m<bn71 - bn) S 5n71<bn71 - bn) S M<bn71 - bn)
mby, < spby, < Mb,
nejednakost (43) dobijemo tako da zbrojimo ove nejednakosti. O

3.2. Cebisevljeva nejednakost

Teorem 3.2. Neka su a = (ay,...,a,) i b = (by,...,b,) dvije n-torke realnih brojeva te
p = (p1, ..., D) pozitivna n-torka realnih brojeva.

i) Ako sun-torke a 1 b slicno uredene, pod ¢ime se misli (a; —a;)(b;—b;) >0 za 1,5 =1, ..., n.
Tada vrijedi sljedeca nejednakost

Zpi Zpiaibi > Zpiai sz'bi- (44)
-1 =1 i—1 i—1

ii) Ako su n-torke a i b takve da je (a; — a;)(bi — b;) < 0 za sve i,j =1,...,n, onda vrijedi
obrnuta nejednakost.
Jednakost vrigedi ako i samo ako ay = as = ... = ay,, ili by = by = ... = b,.

Dokaz. Prvo, pokazimo da vrijedi identitet:
Zpi Zpiaibi - Zpiai Zpibi = Z pipj(ai — a;)(b; — bj). (45)
i=1 =1 i=1 i=1 1<i<j<n

Zbog simetrije ¢ i j imamo

12Niels Henrik Abel (1802.-1829.), norveski matematicar
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> pipilai—a;) (b —b) =2 Y pipjla; — a;)(bi — by).

ij=1 1<i<j<n

S druge strane imamo

Z pipj(ai — a;)(b; — bj) = Z pipj(aib; + a;b; — a;b; — a;b;)

i,j=1 1,j=1

= Zplalbl Zp] + sz ijajbj
i=1 j=1 =1 =l

- Zpiai ijbj - szbi ijaj

=2 sz szal [ szal sz i

sto dokazuje jednakost (45). Sada je nejednakost (44) ocita preko (45) koristeéi (a; —a;)(b; —
bj) > (<)0 za sve i,j = 1,...,n. Slucaj jednakosti je ocit. Ovime je dokaz zavrsen. O

Nakon §to smo dokazali Cebisevljevu'® nejednakost promotrimo sljedeée. Neka n-torke real-
nih brojeva p = (p1,...,pn),a = (a1, ...,a,) i b = (by, ..., b,), promotrimo Cebisevljev funkci-
onal

C (p,a b P szaz i szaz sz i (46>

gdje je P, == """ . Cebisev je dokazao da ako su a i b monotone u istom smislu i ako je
je p nenegativan, onda

Cr(p;a,b) > 0. (47)

Za n-torke koje su monotone u suprotnom smislu vrijedi suprotna nejednakost u (47). Na-
dalje, Hardy!'4, Littlewood!® i Pdlya su pokazali ako su a i b sli¢no uredene, tj.

(a; —a;)(bi —bj) > 0zasvei,j=1,..,n, (48)

tada nejednakost (47) vrijedi. Ako su a i b suprotno uredene vrijedi suprotna nejednakost u
(47). Relaksaciju uvjeta uredenosti je omoguéio Biernacki'®, on je pokazao da za nenegativan
p, ako su a i b n-torke takve da je

Zplal —

13Pafnuty Chebyshev (1821.-1894.), ruski matematicar
4Godfrey Harold Hardy (1877.-1947.), engleski matematicar
15John Edensor Littlewood (1885.-1977.), engleski matematicar
6 Edmund Faustyn Biernacki (1866.-1911.), poljski matematicar

k+1

Z piai, k=1,. (49)

Pk+1
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k+1

k
1
Z_: < PHIsz i k=1,..,n—1,

pri cemu je P, = Zle pi,onda je nejednakost (47) za ” > 7 istinita. Ako su a i b takve

da (49) istinita za ” > 7, onda je (47) istinita za 7 < 7. Za realne tezine, Mitrinovi¢!7 i

18 su pokazali da nejednakost (47) vrijedi ako

Pecarié

0<P.<P,zak=1,..n—1 (50)

i a, b su monotone u istom smislu. Sljedeca jednakost je poznata u literaturi kao Soninov
identitet:

(p; a,b) sz (P a; — Zp]aj) (b; — (51)

za svaki realni broj 8. Druga poznata jednakost u terminima dvostrukih suma u literaturi
je poznata kao Korkineov identitet:

(p; a,b) ZZprJ —a;)(b; — bj). (52)

i=1 j=1

Tvrdnja 1. Neka sup = (p1,...,0n),a = (a1, ...,a,) i b = (b, ..., b,) n-torke realnih brojeva.
Ako definiramo

k=1
Ai(p) =Y prar, Ai(p) == Au(p) — Ailp), i=1,..,n—1,
k=1
tada imamo identitet
n—1
P P,
Cn(p;a,b) Z; Al) Alo)| A (53)
n—1
A A,
=P, P, ( n(p) - }gp)) -Ab; (ako su P,, P,#0, i=1,...,n—1)
i=1 n 7
n—1 n
= P,P, Ai_<p) — Ai(p) -Ab; (ako su P,,P;#0,i=1,...,n—1
P, P,

gdje je Ab; :=b; 1 —b; (i=1,...,.n—1).

"Dragoslav S. Mitrinovié (1908.-1995.), srpski matematicar
18 Josip Pecari¢ (1948.-), hrvatski matematicar
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Dokaz. Koristimo sljede¢u sumaciju:

q—1 q—1
Z dZA’Ul = dﬂ}l|g — Z ?}l+1Adl, (54)
l=p l=p

gdje su dj, v; realni brojevi, a [ = p,...,q — 1(¢ > p; p, g su prirodni brojevi) . Ako u (54)
odaberemo da je p =1, ¢ =n, d; = PA,(p) — P,Ai(p) iv,=0b,zai=1,...n— 1, onda
imamo

> (RAu(p) — PaAp) - B
= [P A(p) — PaAi(p)] - b} — ZAPA — PaAi(p)) - big

= [PnAn(p) - PnAn( )] by, — [PlAn( ) - PnAl(p)] by

- Z[PiJrlAn(p) — PyAigi(p) — PiAL(p) + PoAi(p)] - biva

3
—_

= Pypraiby — PlblAn( ) (Pz+1A ( ) - Pnpi+1@z'+1) “bit1
1

7

n—1 n—1
= Pypraiby — P151An(]9) - An(?) ZpiJrlbiJrl + P, ZpiJrlaiJrlbiJrl

i=1 i=1
=P, sz‘aibi - Zpiai : Zpibi
i=1 i=1 i=1
= Cn (pa a, b)7
sto nam daje prvu jednakost u (53). Druga i tre¢a jednakost su ocite. O

Prije dokazivanja drugog rezultata, trebamo sljedec¢u jednakost:

Tvrdnja 2. Neka sup = (p1,...,0n) © a = (aq, ..., a,) n-torke realnih brojeva. Tada imamo
sljedece

P P | =
A )| = 2 P Pt o
j=1
za svakii=1,...n — 1.
Dokaz. Zai1=1,...,n — 1 definiramo,
n—1
= Z Pmm{i,j}Pmaz{i,j} : Aaj-
j=1

20



Imamo
n—1

K(i) = Z Printi,jy Pmacijy - Daj + Z Pringi.jy Prastijy - Aa;

j=1 j=i+1
% n—1
=> PiPAa;+ Y PPiAqg
j=1 j=i+1

% n—1
=1 j=it+1
Koristedi parcijalnu sumaciju imamo
i

ZPJ‘ -Aaj = Pj-agli™ - Z(Pj—H —Pj) - ajq

J=1 J=1

K3
= 5410541 — P101 — E Pj+1 - Gj41
Jj=1
i+l

= 41Gip1 — E bj - aj;
j=1

n—1 n—1
_ e . _ _
E:F)j'Aaj_Pj'aj|i+l_ § (Pjr1 — Fj) - a1
j=itl j=it1

n—1

= Pa, _Pi+1ai+1 - Z (Pn _Pj+1 —Pn+Pj)‘aj+1

j=i+1
n—1
= — L1041 + E Dj+1 Qg1
j=itl

21
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Koriste¢i (57) 1 (58) iz (56) slijedi

it1 n—1
K(i) = F, <Pi+1ai+1 - ij ‘ Clj) + P ( Z Pj+1 - Qj+1 — Pz'+16l1'+1>
j=1 j=i+1
i+1 n—1
= PP1aiy1 — PiPiyiai — B ij a;+ B Z Dj+1 Q41
j=1 j=i+l
n—1 i+1
= ai1(Po = P)Pyr — P(Po = Pipt)) + P > pjwr - a1 — B Y _pj-ay
j=it+1 j=1
n—1 i+1
= Pupiviaip + B Z Pj+1- @i — B ij £ a;
j=it+1 j=1
n—1 i+1
= (P + P)pis1ai1 + B Z Pj+1 - i1 — B ij L a;
j=i+1 Jj=1

=P, Zp] a; — Pij a;

2 Ai(p) — PiAi(p)
P, Pn
Ai(p) An(p)

sto dokazuje jednakost. O

P,

Sada smo u stanju iskazati i dokazati sljedeéu jednakost za Cebisev funkcional u terminima
Abz

Tvrdnja 3. Uz gore navedene pretpostavke, imamo sljedecu jednakost

[y
—

On(p, a, b) = Pmin{i,j}pmax{i,j} . Aaj : Ab] (59)

1 1

n—

%

<.
Il

Dokaz je ocit i slijedi iz (53) i (55).

3.3. Griussova nejednakost

Neka je

D(a,b;p) szaz i — % (Zpia/i> (Zpibi> )
no\ i=1 i=1

gdje su a = (ay,...,a,) i b = (by,...,b,) n-torke realnih brojeva i p = (p, ..., pn) pozitivna
n-torka brojeva. Ako je p; =1zai=1,...,n pisemo D(a,b).

Teorem 3.3. Neka su a = (aq, ..., n) ib = (b,...,b,) n-torke realnih brojeva takve da
m<a;<Mik<b<Kzi=1,...,n, ap=(p1,...,pn) je pozitina n-torka. Tada je
1
|[D(a,bip)| < 7 (M —m)(K — k). (60)
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Dokaz. Neka je F'= A, (a;p) i G = A,(b;p). Primjetimo da je

D(a,a;p) = K,(a;p)* — An(a;p)® > 0. (61)
S druge strane je
1 n
D(a,a;p) = (M — F)(F —m) — = » (M —a;)(a; — m)p;,
" oi=1
pa vrijedi
D(a,a:p) < (M — F)(F — m) (62)

Lako se moze provjeriti da je
(a,b;p) sz a; - G), (63)
pa koriste¢i CSB nejednakost (12) dobivamo
1 n n
. m)2 2 .
D(a,b;p)” < Fn;pi(ai —F) Z:pi(bz’ — G)? = D(a,a;p)D(b, b; p).

Na osnovu (61) i (62) vidimo da je

D(a,bip)? < (M — F)(F —m)(K — G)(G — k). (64)
Kako je 4(M — F)(F —m) < (M —m)*i (K — G)(G — k) < (K — k)?, zakljutujemo da (64)
implicira (60). O

3.4. Biernacki nejednakost

Teorem 3.4. Neka su a = (ay,...,a,) @ b = (by,...,b,) n-torke takve da m < a; < M 1
kE<b<Kzat=1,2,..,n. Tada,

=1 =1 =1

-4 (-2 =}

pri cemu je [-] funkcija najveée cijelo. Jednakost se javlja kada je n paran broj.

m)(K — k)C(n), (65)

gdje je

Dokaz. Zapocinjemo s jednakoséu

n n

nzazb _Zaz Zb = oS )i by). (67)

i=1 j=1

Koristeéi CSB nejednakost za dvostruke sume (12) imamo

> [ZZ-w]

i=1 j=1 i=1 j=1

N

[Z > (b - bj)2] : (68)

i=1 j=1
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Promotrimo da iz (67) slijedi

nZa —(Z Z) —% a; — a;)* = Dy(a) (69)

i=1

slicno se pokaze i za b.
Zapamtimo da je D, (-) konveksna funkcija varijable a = (ay, ..., a,) € [m, M]™. Doista, ako
jea€l0,1]ixz,yeR" tada

Zl]l

= aD,(x) + (1 — a)D,(y).

Funkcija D, () je neprekidna funkcija koja je definirana na segmentu [m, M|". Segment je
kompaktan skup pa znamo da ona postize svoj maksimum na rubu. Neka a;-ova ima S koji
su jednaki m i neka n — f ima a;-ova koji su jednaki M. Tada iz (69) slijedi

0 < D(8) = n[fm? + (n — B)M?] — (Bm + (n — B)M)?.

Napomenimo da je D} (/) kvadratna funkcija od g takva da je D} (n) = D:(0) = 0. Stoga

je maksimum postignut u § = [5] i tako je

2 ([5]) = [l (= [51) ot = ()

Slicne korake primjenjujemo i za b. Koristec¢i (67) i (68) dobivamo Zeljene nejednakosti (65)
i (66). Jednakost u (66) se lako pokaze. Ostaje nam jo§ pokazati da nejednakost vrijedi za
n neparan. Neka je n = 2N — 1, tada

1 1 [V — 5]
C(QN_l):QN—l{N_ﬁ} (1_ 2N—1)

Ovime je dokaz zavrsen. O
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4. Nejednakosti vezane uz konveksne funkcije

Prije svega definirajmo sto je to konveksna funkcija:

Definicija 4.1. KaZemo da je funkcija f : I — R konveksna na intervalu I C R ako za sve
x1,29 € I 1 za svaki o € [0, 1] vrijedi

flax+ (1 —a)y) < af(x) + (1 —a)f(y).

Ako za sve x1,x9 € I, x1 # x5 i € (0,1) vrijedi < kaZemo da je funkcija f strogo konveksna
na I.

Definicija 4.2. KazZemo da je funkcija f : I — R konkavna na intervalu I C R ako za sve
x1, %9 € I 1 za svaki a € [0, 1] vrijedi

flax+ (1= a)y) = af(z) + (1 —a)f(y).

Ako za sve k1,29 € I, x1 # x5 1 v € (0, 1) wrigedi > kaZemo da je funkcija f strogo konkavna
na I.

Slicno mozemo definirati i konveksnu funkciju na R™, tj. na bilo kojem konveksnom skupu'®
koji se nalazi u domeni dane funkcije.

Teorem 4.1. Neka je I C R otvoreni interval i f : I — R dva puta neprekidno derivabilna
na I. Funkcija f je konveksna na I ako i samo ako je f"(x) > 0 za svaki x € I. Ako je
f"(x) >0 za svaki x € I, onda je [ stogo konveksna na I.

4.1. Jensenova nejednakost

Teorem 4.2. Neka je f : I C R — R, konveksna na intervalu I. Ako je x; € I, p; > 0
(i=1,..,n) i P, =" pi >0, tada

1 & 1 &
f (Fn ;pz$z> < E;sz(%) (71)

Dokaz. Za dokaz ove nejednakosti ¢emo koristiti metodu matematicke indukcije. Za n = 2
trebamo dokazati da je

(p1$1 +p2x2) < pif(z1) + paf(z2)

(72)
P1+ P2 P11+ P2

gdje je x1, 29 € I, p1,p2 > 0 pri cemu je p; + py > 0.

Primjetimo da je (72) prema Definiciji 4.1 konveksna za o = pfﬁm,

Pretpostavimo da (71) vrijedi za n i dokazimo da vrijedi za n + 1, tj. zelimo dokazati da je

rT=1x1 1Y = To.

1 n+1 1 n+1
f pit; | < pif (s 73
D > nfe) (73)

9Skup I € R™ je konveksan ako vrijedi ax1 + (1 — a)zy € I, za sve 21,00 € I, 1 a € [0,1] .
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zaz;, €1, p;>0(=1,...,n+1) gdjeje P,r1 > 0. Ako je p1 = ... = p, = 0, onda je (73)
ocito. Pretpostavimo da je P, > 0, onda,

n+1 n
Zw e LS B
n+1 o Pn+1 Pn 1 o Pn+1 "

. (74)
Pn 1 - Pn+1
>~ f sy DiT; | + f Tpi1
Pn+1 Pn ; Pn+1 ( * )
Sto je konveksno za a = Pf T = Pin Cpii 1y = Tpy. Koristedl se induktivnom
hipotezom imamo,
Pn+1 pn+1
Di; f(xn 1 =~ = pz xz f(xn 1)
n+1 ( Z ) Pn+1 " n+1 Z n+ *
n+1 (75)
x’L
sada iz (74) 1 (75) slijedi (73). O
Ako primjenimo Jensenovu nejednakost (71) na konveksno preslikavanje f(z) = —In(z) na
(0, 00) imamo:
P> ) < Yo
—n| - ili | =~ i 1L T
P i=1 g I i=1 g
sto je ekvivalentno
In[An (2; p)] = |Gy (; p)]. (76)
Ako primjenomo (76) za xi umjesto z; « = 1,...,n imamo
1 1
> (77)

H,(z;p) = Gylx;p)
sada iz (76) i (77) dobivamo
An(z5p) > Gp(z;p) > Ho(z3p).

Napomena 4.1. MozZe se pokazati da iz nje slijede nejednakosti kao sto su Holderova nejed-
nakost (37), nejednakost Minkowskog (40) te Cauchyeva nejednakost (12). Vise o toj temi
mozete pronaci u [5].

Sljedeci teorem govori nam o obratu Jensenove nejednakosti.

Teorem 4.3. Neka je [ : [a,b] — R, konveksna i derivabilna funkcija na (a,b). Ako je
€ (a,b),pi>0(i=1,..,n) sa P, >0, tada imamo nejednakost:



Dokaz. Kako je f derivabilna konveksna na (a, b), za svaki =,y € (a,b) imamo

fl@) = fly) > f(y)(z—y). (79)

Ako u (79) x zamjenimo sa Pin Yo piti, aysax; (j=1,..,n) dobivamo

f (%ﬂ ;Pixz‘) — flz) = f'(=)) <%n Zpﬂfz‘ - xj) (80)

za svaki j = 1,...,n. Mnozenjem (80) sa p; > 0 i sumiranjem po j od 1 do n, dobivamo

1 n n 1 n n n
Py (F zpm) S ) 2 S e S ) - S e )
™ oi=1 j=1 ™oi=1 j=1 j=1
sto je ocito ekvivalentno (78). O

4.2. Petroviceva nejednakost

Teorem 4.4. Neka je f konveksna funkcija na segmentu I = [0,a]. Akox; € I (i=1,....,n)
121+ ...+ x, €1, onda

fla) +- 4 flan) < flar+ -+ 20) + (n = 1) £(0). (81)

Dokaz. Kako je f konveksna na I, onda za svaki x,y € I i p,g >0, p+ ¢ > 0, imamo

pr+aqy\ _ pf(x)+aqf(y)
f(erq)S p+q (82)

Ako u (82) zamjenimo p — x1,q — T2, & — 1 + 291y — 0 (7 + 22 > 0) dobivamo

w1 f (21 + 29) n T2
T1 + To 1+ T2

fz) < (0). (83)

Zamjenom xq s x5 dobivamo

o f (1 + 22) n T

fla) < 2IOETD) By (54)
Ako zbrojimo (83) i (84) dobivamo
f(@1) + f22) < f(x1+ 22) + f(0), (85)
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dakle, (81) je totna za n=2.
Pretpostavimo da vrijedi za jos neke n. Tada u (85), imamo

flri+ -+ a2+ ) = f((21 4+ + 20) + Tpga)
Zf($1++$n)+f(xn+1)_f(0)

i indukcijom dobivamo,
fl@) + -+ flzn) + f@nn) < flan+ -+ 2,) + 1+ nf(0).
Cime je dokaz zavrsen. O

4.3. Jensenova nejednakost za dvostruke sume

Teorem 4.5. Neka je f : R — R konveksna (konkavna) funkcija i © = (xy,...,x,),p =

(P1s ...y Pn) n-torke realnih brojeva sa svojstvom da je p; > 0 za i =1,..,n iy . p; = 1.
Tada imamo nejednakost:

f D et pit; — (Z?:I pixi)2 < (> )21<z<3<nplpj[ k1= zf<A33k’ - Am)] (86)

> i — (00, ipi)Q o > i i — (O, ipi)2
gdje je Azy == xpy —ap (E=1,....,n—1).
Dokaz. Koristeéi Jensenovu nejednakost za viSestruke sume imamo
7 Yoy pir? — o, pixi)Q — ¢ Zl§i<j§npipj(xi - 379’)2
S i — (0 ip) | Xicicjen PiDi (7 — 1)
. Zl<z<]<nplp](j _@)2%
Di<icjen PiDi (1 — 1)? (87)

. . xj—x;)>

21§i<j§n PiDj (j—1i)?

S druge strane za 7 > ¢ imamo

j—1
T — ;= Z Tpy1 — Tg) Z Axy, (88)
k=i

i stoga je

<

(x; — 7)) = ( Aa:k> Z Axy, - Ay,
k=1

k,l=i
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Primjenjujudi jos jednom Jensenovu nejednakost za visestruke sume dobivamo
s [(93] - xl)T _ ?c_liz Azy - Az
=i G- iP
i f (A - Aay)
(J—1)?

<(>)

Dakle iz (89) dobivamo

C o it f(AmAxy)
21§i<j§npipj(-]_z)2 - G—0)2

D i<icijen PiPi(J — 1)?
i—1

_ Zl§i<j§n pip;] i,l:i f(Azy - Axy)]

D i1 i — (X2 1pi)

Konacno, iz (87) i (90) dobivamo pocetnu nejednakost.

1< (>)
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