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Uvod

Proces zakljucivanja i razumijevanja treba biti prisutan u svim podrué¢jima
matematickog kurikuluma. Iako su aspekti formalnog zakljucivanja cesto naglaseni
u geometriji, ucenici ¢e se rijetko susresti sa zakljucivanjem u ostalim dijelu
kurikuluma, kao sto je algebra. Medutim, kada su zakljuc¢ivanje i razumijevanje
prisutni u cijelom kurikulumu povezat ¢ée se sve grane matematike (aritmetika,
algebra, geometrija i statistika). Cilj ovog rada je prikaz zakljuc¢ivanja i

razumijevanja u geometriji i algebri.

U prvom poglavlju definiramo pojam zakljuc¢ivanja i razumijevanja te zasto su
oni bitni. Naveden je niz navika pomocu kojih se razvija i poboljsava zakljucivanje.
Vidjet ¢e se vaznost matematickog modeliranja kao i vaznost koristenja tehnologije
prilikom rjesavanja zadataka.

U drugom poglavlju govori se o zaklju¢ivanju u geometriji. éitatelja se upoznaje
s Van Hielovom teorijom koja je vrlo korisna za ucenje geometrije. Na kraju su
navedeni i objasnjeni kljuéni elementi zakljucivanja u ovom podruc¢ju matematike,

zajedno sa primjerima.

Trec¢e poglavlje nam govori o zakljuc¢ivanju i razumijevanju algebre. Na pocetku
se opisuje algebra koja se pojavljuje na skolskoj razini kao i opis tradicionalne slike
o algebri. Nabrojani su i detaljnije opisani klju¢ni elementi zakljuéivanja i

razumijevanja te su dani primjeri.



1 Zakljucivanje i razumijevanja

Matematika koja se uci u skolama priprema ucenike za daljnje obrazovanje i za

sudjelovanje na trzistu rada u tri Siroka podrucja:

o matematika za zivot,
o matematika za radno mjesto,

« matematika za znanstvenu i tehnicku zajedicu.

Povetavanjem potraznje za matematickom pismenoséu, ucenici se susrecu s
izazovima u sva tri podrucja. Izvjestaj programa za medunarodnu procjenu ucenika
iz 2007. godine navodi da ucenici u Sjedinjenim Americkim Drzavama zaostaju
u matematickoj pismenosti. Ovaj izvjestaj definira matematicku pismenost kao
mogucénost primjene matematike u analizi, zakljuc¢ivanju i efikasnom komuniciranju
te kao mogucnost rjesavanja i interpretiranja matematickih problema u
razli¢itim situacijama. U ekonomiji i radnoj snazi prisutna je globalizacija i razvoj
tehnologije te je tradicionalni matematicki kurikulum ¢esto nedovoljan za potrebe
nekih podrucja. SAD je u opasnosti od gubljenja svojeg vodeceg polozaja u znanosti,
tehnologiji, inZzenjerstvu i matematici.

Usredotocenost na zakljucivanje i razumijevanje osigurat ¢e da ucenici precizno
izvrsavaju matematicke procedure, razumiju zasto one rade te da znaju kako ih mogu
iskoristiti i kako interpretirati dobivene rezultate. Ovakvo razumijevanje prosirit ¢e
ucenikove sposobnosti da po potrebi primijeni matematicke koncepte i alate u sva
tri gore navedena podrucja.

Kurikulum koji se temelji na zakljucivanju i razumijevanju pomoci ¢e u
zadovoljavanju povecane potraznje za znanstvenicima, inZzenjerima i matematicarima
dok ucenike priprema za daljnji razvoj u profesionalnim, strukovnim ili tehnickim
podru¢jima. Istrazivanja su pokazala da ljudi tijekom svojeg Zivota nekoliko puta
promjene karijeru i da ¢e u buduénosti raditi poslove koji trenurno i ne postoje.
Vaznost matematike se povecava u Sirokom spektru karijera, ukljucujuci financije,
oglasavanje, forenziku i Sportsko novinarstvo. Naglasavaju¢i oboje, i sadrzaj i
sposobnost zakljuc¢ivanja, matematicki programi u skolama mogu pomoci u
pripremanju ucenika da postanu radnicima koji su sposobni upravljati neistrazenim
podrucjima.

Najcesce se pod zaklju¢ivanjem misli se na proces donosenja zakljucaka na

temelju dokaza ili navedenih pretpostavki. Iako je zakljuc¢ivanje vazan dio svih



disciplina, ono predstavlja specijalnu i osnovnu ulogu u matematici. Zakljuc¢ivanje
je u matematici cesto shvaceno kao formalno obuhvacanje obrazlozenja ili dokaza, u
kojima su zakljucci logicki izvedeni iz pretpostavki i definicija.

Medutim, matematicko se zakljuc¢ivanje moze pojaviti u puno oblika pocevsi od
neformalnog objasnjavanja i opravdavanja do formalnih dedukcija te induktivnih
opazanja. Zakljuc¢ivanje ¢esto zapocinje s istrazivanjem, nagadanjima na razli¢itim
razinama, laznim pocetcima i djelomi¢nim tumacenjima prije nego sto se dobije
rezultat. Kako ucenici tijekom svoga skolovanja razvijaju repertoar sve
sofisticiranijih metoda rasudivanja i dokazivanja, standardi za prihvac¢anje objasnjenja
trebaju postati sve strozi.

Razumijevanje smisla definiramo kao razvoj razumijevanja situacija, konteksta
ili koncepata tako da ih povezujemo s postojec¢im znanjem. U praksi, zakljuc¢ivanje i
razumijevanje smisla je povezano, pocevsi od neformalnog opazanja pa do formalnih
dedukcija. Razumijevanje smisla se nalazi na jednom, neformalnom kraju, dok se
zaklju¢ivanje, posebice dokazi, nalaze na drugom, formalnom kraju. Formalno
zakljuéivanje se moze temeljiti na donosenju zakljucaka u kojima se kroz niz opazanja
identificiraju zajednicki elementi te se uvida kako se ti zajednicki elementi povezuju
s ve¢ dozivljenim situacijama. Dobar dokaz je onaj koji ujedno pomaze da pojedinac
razumije znacenje onoga Sto se dokazuje, odnosno ne da vidi samo da je to tocno,
nego i zasto je tocno. Razvijanjem mogucnosti donosenja zakljucaka povecavaju se
formalni elementi.

Matematicko zakljucivanje i razumijevanje predstavljaju bitne ishode matematickih
uputa, takoder su bitni kao sredstvo pomocu kojih ucenici upoznaju matematiku.
Prema NCTM (National Council of Teachers of Mathematics) oni su temeljni
standardi dokazivanja.

U matematicke procese ubrajamo rjesavanje problema, tumacenje i dokaz rjesenja,
veze, komunikacije i izlaganje. To su sve oblici procesa donosenja matematickih
zakljucaka i razumijevanje u skladu s ranijim definicijama. Bez zakljucivanja ne
mozemo rijeSti problem ili nesto dokazat jer oni predstavljaju korake pomocu
kojih ucenik razvija matematicko zakljucivanje i stvara smisao matematickim
idejama. Komunikacije, veze i metode izlaganja odabrane od strane ucenika moraju
podrzavati zakljucke i smisao te zakljucivanje mora biti uklju¢eno u donosenje tih
odluka.

Dokaz je oblik komunikacije formalnog zakljucivanja koje je izgradeno na

smislenim temeljima te je vazan ishod matematickog misljenja.



Dokaz moze:
» objasniti zasto odredeni matematickih rezultat mora biti tocan,

e razviti nezavisnost kod ucenika, odnosno moze pruziti potrebne vjestine za

ocjenjivanje valjanosti vlastitih zakljucaka i zakljucaka drugih ucenika;
o otkriti veze i pruziti uvid u temeljnu strukturu matematike.

Bez obzira na oblik dokaza, ucenici mogu koristiti formalno zakljucivanje kako bi
stvorili veze s prethodnim nastavnim jedinicama, prosirili razmisljanja, podrzali
artikulaciju i potaknuli refleksiju.

Na srednjoskolskoj razini, zakljucivanje i procesi donosenja smislenih zakljucaka
su od velikog znacaja. U povijesti je zakljuc¢ivanje bilo ograniceno na samo odabrana
podrucja skolskog kurikuluma te u mnogim slucajevima nije bilo prisutno. Medutim,
naglasak na uc¢enikovom zakljuc¢ivanju i razumijevanje moze pomoci uc¢enicima da
organiziraju svoje znanje na nacine koji ¢e poboljsati razvoj svijesti o brojevima,
algebarskoj te¢nosti, funkcionalnim odnosima, geometrijskom rasudivanju i statistickom
misljenju. Kada ucenici povezuju novo gradivo s ve¢ postoje¢im znanjem, imaju vece
mogucénosti razumijeti i zadrzati nove informacije nego kada je novo gradivo
prezentirano kao niz izoliranih postupaka. Bez razumijevanja sadrzaja, u¢enje novih
nastavnih jedinica postaje teze kada se ne moze povezati s ve¢ naucenim sadrzajima
i vjestinama. To znaci da se postupci mogu zaboraviti onako brzo kako se i nauce.
Promjenom fokusa na zakljuc¢ivanje i razumijevanje povecat ¢e se zakljucivanje i
poticanje na donosenje zakljucaka.

Zakljucivanje i razumijevanje nastavnih jedinica treba se pojavljivati svakog dana
na svakom satu matematike. U takvom okruzenju nastavnici i ucenici postavljaju
i daju odgovore na pitanja kao Sto su Sto se dogada ovdje? i Zasto to mislite?
Koristenje zakljucivanja i razumijevanja smisla ne treba predstavljati dodatan
teret nastavnicima koji imaju problema s ucenicima koji imaju teskoce pri ucenju.
Struktura koju zakljuc¢ivanje donosi stvara bitnu podrsku za razumijevanje i
nastavak ucenja. Trenutno, mnogi ucenici imaju teskoce zato sto smatraju
matematiku beznacajnom. Bez veza koje pruzaju zakljuc¢ivanje i razumijevanje moze
se stvoriti beskonacan ciklus ponovnog ucenja onoga sto se ve¢ prije ucilo. Dobrim
planiranjem nastavnici na svim satovima matematike mogu smatrati ucenike

odgovornima za vlastito ukljuc¢ivanje u proces zakljucivanja i razumijevanja.



Nadalje, to navodi svakog ucenika da iskusi proces zaklju¢ivanja, a ne da bude samo
promatrac.

Tehnologija se treba strateski upotrebljavati kroz skolski kurikulum kako bi
pomogla u dostizanju cilja.

Sljede¢i primjer pokazuje kako se zakljuCivanje i razumijevanje smisla moze
ukljuciti u uc¢enje formule udaljenosti koju mnogi ucenici smatraju teskom za sjetiti

Se.

Primjer 1. Udaljenost

Prvi slucaj prikazuje sto se cesto dogada kada se od ucenika trazi da izvedu
postupak naucen bez razumijevanja.
Nastavnik: Danas trebamo izracunati udaljenost izmedu sredista kruznice © tocke na
kruznici kako bi odredili polumjer kruznice. Tko se sjeca kako se racuna udaljenost
izmedu dvije tocke?
Ucenik 1: Ne postoji li formula za to?
Ucenik 2: Ja mislim da je xy plus xo kvadrirano ili nesto slicno tome.
Ucenik 1: Tu je veliki znak za drugi korijen, ali se ne sjecam Sto ide ispod njega.
Ucenik 3: Ja znam! To je x1 plus xo sve na kvadrat, zar ne?
Ucenik 4: Ne, to je formula za tocku polovista.
Rasprava se nastavlja na ovaj nacin sve dok nastavnik ne podsjeti razred na formulu.
Iduce godine, isti nastavnik je pokusao primijeniti drugaciji pristup kojim bi ukljucio
ucenike u rjesavanje problema. U sljedecem slucaju vidimo ucenicko zakljucivangje.
Povezuju ono sto uce s veé postojecim znanjem te donose zakljucak o tome sto znaci
formula udaljenosti.
Nastavnik: Pogledajmo situaciju u kojoj trebamo naci udaljenost izmedu dvije
lokacija na mapi. Pretpostavimo da ova mapa pokazuje vasu skolu, vasu kucu, koja
je smjestena dva bloka prema zapadu i pet blokova prema sjeveru u odnosu na skolu i
kucu vaseg najboljeg prijatelja, koje se nalazi 8 blokova istocno i jedan blok sjeverno
od skole. Ako grad ima sistem jednako rasporedenih okomitih ulica, kroz koliko
blokova bi trebali proci voznjom auta da od svoje kuce dodemo do prijateljeve?
Ucenik 1: Trebali bi proéi 10 blokova prema istoku i Sest blokova prema sjeveru, pa
pretpostavijam da bi to bilo 16 blokova, zar ne?
Nastavnik: Da. Sada, kada bi mogli koristiti helikopter da preletimo do prijateljeve
kuée, kako bi pronasli najkracu udaljenost? Radite u paru kako sjedite u klupi da
uspostavite sustav koordinatnih osi i nadete put kojim bi trebali proéi autom da

dodete do prijateljeve kuée. Kada to napravite trebate izracunati direktnu udaljenost



izmedu kuca kada moZete koristiti helikopter.
Ucenik 2: Sto ako koristimo Skolu kao srediste? Ne bi li onda moja kuca imala

koordinate (—2,5), a prijateljeva (8, —1)%

Moja kuﬁéé‘u“
st

T
10

Prijateljeva kuca

Slika 1

Ucenik 1: Mislim da bi to moglo biti tocno. Idemo nacrtati put na ulicama koji
povezuju dvije kuce i nacrtati duZinu koja povezuje dvije kuce.

Ucenik 2: MozZda mozZemo izmjeriti duzinu bloka i pronaci udaljenost s ravnalom.
Ucenik 1: Upravo si nacrtao pravokutan trokut zato sto su ulice okomite.

Ucenik 2: Onda moZemo koristiti Pitagorin teorem: 10> 4+ 62 = ¢2, pa je ¢ = /136.
Ucenik 1: Koliko onda tu ima blokova?

Ucenik 2: Ne bi li udaljenost trebala biti izmedu 11 7 12 blokova, kako je

121 < 136 < 1447 To bi onda bilo blize 12 blokova jer je 136 puno blizi 144.
Nastavnik prosiruje raspravu na razmatranje drugih primgjera i na kraju donose

opcenitu formulu.

Kako je nastavnik druge godine svojim ucenicima dao da pristupe formuli
udaljenosti s perspektive zaklju¢ivanja i razumijevanja, ucenici su bolje razumjeli
tu formulu i zasto je ona tocna. Na taj je nac¢in povetana ucenikova mogucénost

prisjecanja i izvodenja formule udaljenosti.

1.1 Navike zakljucivanja

Fokusiranje na zakljucivanje i razumijevanje smisla prouc¢avanog sadrzaja
podrazumijeva da nije dovoljno samo proc¢i matematicke sadrzaje nego ucenici
trebaju iskusiti i razviti navike matematickog zakljucivanja. Navike zaklju¢ivanja



su produktivan nacin misljenja koji postaje ucestao u procesima postavljanja
matematickih pitanja i donosenja zakljucaka. Sljedeca lista navika zakljucivanja
prikazuje tipove razmisljanja koji trebaju postati rutina i koji trebaju postati u
potpunosti oc¢ekivani u razrednoj kulturi na svim satima matematike i na svim
razinama sSkolovanja. Lista nec¢e imati ucinak ako se prema njoj pristupa kao novom
skupu tema koje se trebaju poducavati u ve¢ prepunom kurikulumu. Umjesto toga,
navike zakljucivanja se trebaju pazljivo integrirati unutar kurikuluma kako bi se

osiguralo da ucenici razumiju nauceno i nau¢eno mogu primijeniti.
o Analiziranje problema, na primjer:

— identificiranje bitnih matematickih sadrzaja, postupaka ili izvoda koji
otkrivaju vazne informacije o problemu i koje pridonose rjesavanju
problema (na primjer: odabir modela za simulaciju

slucajnog eksperimenta);

— precizno definiranje bitnih varijabli i uvjeta ukljucuju¢i odgovarajuce

mjerne jedinice;

— trazenje uzoraka i veza (na primjer: sustavno ispitivanje slucajeva ili

stvaranje podatkovnih prikaza);

— traganje za skrivenom strukturom (na primjer: crtanjem pomo¢nih linija
u geometrijskim likovima ili trazenje ekvivalentnih oblika nekih izraza

koji ¢e otkriti drugadije stajaliste problema)
— uzimanje u obzir posebnih slucajeva ili jednostavnih analogija;

— primjena ranije naucenih sadrzaja na nove problemske situacije koji se po
potrebi mogu prilagoditi i prosiriti;

— donosenje preliminarnih zakljucaka i pretpostavki ukljuc¢uje predvidanje
sto bi rjesenje problema moglo ukljucivati ili stavljanje dodatnih ogranic¢enja

na rjesenja;
o Implementacija strategije, na primjer:

— namjerno koristenje nekih postupaka;

— organiziranje rjeSenja ukljucuje racunanje, algebarske manipulacije i

prikaze podataka;



— donosenje logickih zakljucaka koji se temelje na trenutnom napretku,
potvrdivanju pretpostavki ili prosirivanju pocetnih zakljucaka;

— pracenje napretka prema rjesenju ukljucuje vlastito razmatranje ili
razmatranje drugih o odabranoj strategiji te razmatranje moguénosti

koristenja drugih strategija;

o trazenje i koristenje veza izmedu razli¢itih matematickih podrucja, razli¢itih

konteksta i razlicitih prikaza;
» odrazaj rjesenja na problem, na primjer:

— interpretiranje rjesenja i kako ono odgovara problemu ukljucuje donosenje
odluka unutar nepouzdanih uvjeta;

— uzimanje u obzir smislenosti rjesenja;

— ponovno pregledavanje pocetnih pretpostavki o prirodi problema ukljucuje
svjesnost o posebnim slucajevima ili nemogué¢im rjesenjima;

— opravdavanje ili potvrdivanje to¢nosti rjesenja ukljucuje koristenje
dokaza;

— prepoznavanje opsega zakljucivanja za statisticko rjesenje;

— uskladivanje razlicitih pristupa da bi se rijeSio problem;

— izbacivanje nepotrebnih argumenata kako bi se na prikladniji na¢in opisao
proces dolaska do rjesenja;

— generalizacija rjeSenja koja se pripisuju Siroj klasi problema i trazenje

veze s drugim problemima.

Neke se navike zaklju¢ivanja mogu tumaciti tako da pripadaju veé¢em broju
kategorije te se od ucenika ocekuje da se po potrebi koristi razli¢itim navikama

zakljucivanja.

1.2 Napredovanje u zakljucivanju

Kada je zakljucivanje isprepleteno s razumijevanjem te kada nastavnici daju
potrebnu podrsku i povratne informacije, od ucenika se moze ocekivati da pokazu
povec¢anu razinu formalnosti u svojim zaklju¢ivanjima tijekom skolskih godina, kako

u usmenom tako i u pismenom radu te u donosenju nekih procjena. Zakljucivanje



u matematici zahtjeva pove¢anu razinu razumijevanja, a razine su navedene u

nastavku:

o empirijska razina, koja obuhvac¢a empirijske dokaze koji podrzavaju ali ne
opravdavaju pretpostave koje su toc¢ne u velikom broju slucajeva;

o predformalna razina, koja obuhvaca tumacenja na intuitivnoj razini i

djelomicne argumente koji daju uvid u ono sto se dogada;

o formalna razina, koja obuhvaca formalnu argumentaciju koja se temelji na

logici u utvrdivanju matematicke tocnosti ili u stvaranju statistickih zakljucaka.

Ove razine pokazuju napredak od neformalnog zakljuc¢ivanja prema formalnom.
Medutim, svaka razina ima svoju vrijednost. Ucenici se mogu stalno pomicati medu
ovim razinama, Cak i unutar istog matematickog sadrzaja. Ovo pomicanje medu
razinama nije samo ocekivano, nego je i pozeljno. Tako ucenici sami razumiju smisao
i daju objasnjenje svome nacinu dolaska do zakljucka. Nastavnici predstavljaju
bitnu ulogu u poticanju ucenika da istrazuju sofisticiranije razine zakljucivanja.

Formalna argumentacija ukljuc¢uje sposobnost ucenika da stvori
znacajne poveznice logickim zaklju¢ivanjem koje se temelje na odredenim
pretpostavkama, definicijama ili prethodnim rezultatima. Ukljucuje i uc¢enikovu
sposobnost ¢itanja i procjenjivanja zakljucaka drugih ucenika. Vazna je njihova
sposobnost da odrede to¢nost argumenata, odnosno da razumiju sto argumenti

govore o idejama koje se razmatraju.

1.3 Razvoj navika zakljucivanja

Nastavnici pomazu ucenicima u napretku do visih razina zaklju¢ivanja koristec¢i
dobro odabrane zadatke i pitanja otvorenog tipa. Ucenici tada uce kako analizirati
svoj pristup rjesavanju problema, odnosno kako prepoznati prednosti i nedostatke
pristupa koji trenutno koriste te kako koristiti mo¢ formalnog zakljucivanja pri
formuliranju i obrazloZzenju matematickih zaklju¢aka. U razredima prioritet treba
biti na nastavaku razvoja matematickog zakljuc¢ivanja. Slijedi lista uputa kako

razviti te navike.
» Postaviti zadatke iz kojih ucenici trebaju samostalno stvoriti neke zakljucke.

o Od ucenika treba zahtijevati da problem izlozZe svojim rije¢ima i da pri tome

iskazu vlastite pretpostavke o problemu.
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o Ucenicima treba dati dovoljno vremena kako bi analizirali problem na
intuitivnoj razini i dodatno ga istrazili koriste¢i modele. Nakon toga treba

problemu pristupiti s formalne razine.

o Oduprijeti se teznji da se ucenicima kaze rjesenje problema kada postanu
frustrirani. Treba pronac¢i druge nac¢ine pomoc¢u kojih ¢e se uc¢enicima pruziti

podrska tijekom njihovog samostalnog rada.

o Ucenicima treba postavljati pitanja koja ¢e ih poticati na razmisljanje. Neka

od tih pitanja su oblika Zasto je ovo tocno? ili Kako to znas?

» Nakon sto se uc¢enicima postavi pitanje treba osigurati dovoljno vremena kako
bi oni mogli stvoriti vlastito misljenje i dati odgovor.

o Poticati u¢enike da postavljaju dodatna pitanja jedni drugima.

o Ocekivati da ucenici razgovaraju o svojim zakljuccima s ostalim ucenicima i s

nastavnikom, verbalno i pismeno, koristec¢i pravilan matematicki vokabular.

« Naglasiti objasnjenje kroz primjere i od ucenika zahtijevati da daju osvrt na

ono $to ¢ini ta objasnjenja efikasnim.

o U razredu treba stvoriti ozracje u kojem Ce se ucenici osjecati ugodno pri

dijeljenju svojih argumenata i pri kritiziranju argumenata drugih ucenika.

Nastavnici trebaju uputiti ucenike da koriste drugu literaturu koja im moze
pomodi pri rjeSavanju odredenih zadataka, dati prijedloge tehnika kojima ¢e ispitati

tocnosti i sli¢no.

1.4 Zakljucivanje kao temelj matematicke kompetencije

Zakljuc¢ivanje i razumijevanje matematickih sadrzaja su nerazdvojni u razvoju
matematicke kompetencije te su usko povezani. Tec¢nost pri izvrsavanju
matematickih postupaka ukljucuje ucenje s razumijevanjem te znanje o tome koji
postupak kada treba provesti i s kojom svrhom. Kada zakljuc¢ivanje nije prisutno
ucenici mogu tocno izvesti matematicke postupke, ali isto tako mogu koristiti netoc¢na
ili neutemeljena pravila kao na primjer "drugi korijen sume je suma drugih korijena”.
Ucenici postupke mogu smatrati kao korake koje su im nastavnici rekli da trebaju

provesti umjesto da ih smatraju nizom odabranih koraka koji imaju odredenu svrhu
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i koji se temelje na matematickim principima. Kada razumijevanje postupaka nije
ukorijenjeno u zaklju¢ivanju i razumijevanju njihovog smisla, u¢enici mogu tocno
izvesti te postupke, ali ih mogu smatrati samo nizom trikova. Rezultat toga su
poteskoce koje ucenici imaju prilikom odabira odgovarajuc¢eg postupka za rjesavanje
zadataka ili njihove kompetencije u jednostavnim zadacima mogu nestati u
kompliciranijim situacijama. Prava proceduralna te¢nost zahtjeva usavrsenost tehnickih

vjestina i razumijevanje kako bi se pravilno upotrijebile.

Standardi matematickog znanja obuhvacaju:

o konceptualno razumijevanje koje se odnosi na razumijevanje matematickih

sadrzaja, operacija i veza,

o proceduralnu te¢nost koja se odnosi na vjestine fleksibilnog, to¢nog, efikasnog
i prikladnog izvrsavanja postupaka,

« strateske kompetencije koje se odnose na sposobnost formuliranja, prikazivanja

i rjesavanja matematickih problema,

o prilagodljivo razmisljanje koje se odnosi na sposobnost logickog misljenja,

objasnjavanja i opravdavanja,

» produktivno raspolaganje koje se odnosi na sklonost da se matematika
smatra korisnom i vrijednom truda, zajedno s vjerovanjem u marljivost i

vlastitu uéinkovitost.

Razvoj produktivnog raspolaganja predstavlja prioritet u skolskim programima
matematike. On se moze ostvariti samo ako su ucenici osobno ukljuceni u proces

matematickog zakljuc¢ivanja i razumijevanja tijekom ucenja matematickih sadrzaja.

1.5 Matematicko modeliranje

Alati i zakljuCivanje o matematickim procesima pomazu nam da razumijemo
i djejujemo u fizickom i drustvenom svijetu. Matematicko modeliranje ukljucuje
proces povezivanja matematike sa situacijama iz stvarnog svijeta. Slika 2 prikazuje
krug koji se koristi kako bi se u modeliranju organizirao proces zakljuc¢ivanja.

Prednost modeliranja je stvaranje poveznica izmedu razlicitih matematickih

podrucja jer u raznim situacijama problemi iz stvarnog zivota zahtijevaju koristenje
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PROVIERI REZULTATE;

SITUACIJA IZ PONOVI PROCES RIESENJE IZ
STVARNOG SVIJETA STVARNOG SVIJETA

IZRADI MODEL
INTERPRETACIA

MATEMATICKI MODEL KOJI ODREDIREZULTATE MATEMATICKI

UKLUCUJE PRETPOSTAVKE ZAKLIUCAK

Slika 2: Krug modeliranja

razli¢itih matematickih alata. Ucenici tako mogu kombinirati razlicite matematicke
ideje na nove nacine. Aktivnosti vezane za uspostavljanje matematickih modela
omogucuju ucenicima vecu zainteresiranost za matematiku sto unaprjeduje
matematicko zakljucivanje. Modeliranje pruza moguc¢nost razvoja novih matematickih

ideja koje ¢e se primjenjivati te moze sluziti kao temelj nastavnih jedinica.

1.6 Zakljucivanje i razumijevanje uz pomoc¢ tehnologije

Tehnologija ima vaznu ulogu u drustva pa tako i u mnogim matematickim
istrazivanjima te bi zbog toga ucionice u kojima se izvodi nastava matematike trebale
odrazavati tu stvarnost. Tehnologija se moze koristiti kako bi se u razredu
unaprijedili ciljevi zaklju¢ivanja i razumijevanja nastavnih jedinica. Tehnologija
moze biti izrazito korisna kod trazenja uzoraka i odnosa te pri donosenju zakljucaka.
Ona moze olaksati ucenikovu preoptereéenost racunanjem te mu tako dati slobodu
da strateski razmislja o problemu. Probleme mozemo prikazati na vise nacina i
te prikaze mozemo dinamicki povezati. To nam nudi priliku da izvrsimo znacajne
postupke iz kojih se mogu vidjeti posljedice. Tehnologija takoder moze biti korisna
pri generalizaciji rjesenja.

Uvodenje tehnologije u ucionice ne treba zasjeniti razvoj proceduralnih vjestina
jer su one potrebne uceniku za daljnji matematic¢ki razvoj. Tehnologija se treba

koristiti kao alat koji ¢e pomoéi pri boljem razumijevanju matematickih sadrzaja.
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2 Zakljucivanje i razumijevanje u geometriji

Geometrija je grana matematike u kojoj se ucenici susrec¢u s matematickim
dokazima koji se temelje na formalnom zakljucivanju. Dokaz je aktivnost rjesavanja
problema, a ne postupak koji se moze provoditi rutinski. Njih treba na prirodan
nacin uvesti u sva podrucja kurikuluma. U dijelu kurikuluma koji se odnosi na
geometriju dokazi su utemeljeni fokusiranjem na zakljuc¢ivanje i razumijevanje.
Dodatno, geometrija ima poveznica sa svim ostalim granama matematike i ima
vaznu ulogu u svakodnevnom zivotu. Geometrijske ideje ¢ine znacajan dio mnogih
visoko tehnoloskih razvitaka, ukljucujuc¢i TV prijemnike visokih rezolucija, globalne
navigacijske sustave, racunalne animacije, racunalnu tomografiju (CT), telefonske
mreze, robotiku i virtualnu stvarnost.

Prilikom planiranja nastavnih jedinica iz geometrije zadaci se mogu poredati
tako da zapoc¢nu s vrlo izravnim problemima, kao sto je jednostavna skica na kojoj
nedostaje neka vrijednost. Zadaci s vremenom postaju sve slozeniji tako da se na
kraju treba nesto dokazati. Van Hielova teorija je bila vrlo korisna kod davanja
prijedloga da geometrija zahtjeva visu razinu misljenja. Prema njoj ucenici trebaju
rijeSiti vise zadataka na nizim razinama kako bi mogli ostvariti uspjeh na visim
razini misljenja.

Povezivanje nastavnih jedinica moze biti najbolja strategija kojom bi ucenici
mogli razumjeti cilj lekcije. Geometrijske probleme je potrebno prikazati na nacin
pristupacan ucenicima kako bi oni mogli iskoristiti svoje dosadasnje znanje u rjesavanju
te ih ujedno motivirati kako bi mogli prosiriti svoje znanje. Vazna je pravilna
organizacija problema. Medutim ona nee osigurati svim ucenicima da poboljsaju
svoje zakljuc¢ivanje i razumijevanje. Cilj je posti¢i da svi ucCenici imaju jednake
mogucnosti za poboljSanjem te izbje¢i opasnost pra¢enja ucenika po njihovim
sposobnostima. U razredima u kojima se prate sposobnosti ucenika, oni koji su
nisko rangirani cesto imaju ogranicenu izlozenost matematickom obrazovanju visoke

kvaliteta. Skolski sustav treba biti pravedan i prilagodljiv prema svim ucenicima.

2.1 Van Hielova teorija

Teorija Nizozemca Pierra van Hiela objasnjava zasto veliki broj ucenika ima
problema s geometrijom, posebno s formalnim dokazima. Dao je nekoliko prijedloga
kako izbje¢i ove probleme. Njegova teorija sastoji se od pet razina misljenja kroz

koje ¢e ucenici steci sposobnost izvodenja formalnih dokaza i razumijevanja. Razine
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su:

0. razina: Prepoznavanje ili vizualizacija zapoc¢inje neverbalnim misljenjem.
Oblicima se sudi po onome na Sto nalikuju. Na ovoj razini ucenici mogu
razvrstati oblike u skupine koje su im na neki nacin slicne. Na primjer, ucenici
tvrde da li je neki lik kvadrat jer vide da je to kvadrat ili je to pravokutnik
koji izgleda kao kutija.

1. razina: Analiza zahtjeva vjestine crtanja i govora. Djeca na ovoj razini misle o
svojstvima. Ne donose zakljucke zato sto im nalikuju na nesto. Mogu navesti
niz svojstava nekog lika, ali ne mogu uociti nikakve odnose medu tim
svojstvima. Ne shvacaju da iz nekih svojstva mogu slijediti neka druga. Ovdje
je vazan nacin izrazavanja prilikom opisivanja oblika. Na primjer,
jednakostranic¢an trokut ima svojstva kao Ssto su: tri stranice; sve stranice
jednake duljine; tri jednaka kuta i simetrija. Ucenici mozda nece moci
zakljuciti iz svojstva da ako su sve stranice trokuta jednake da su onda svi

kutovi jednaki. To znaci da svojstva jos uvijek nisu logic¢ki poredana.

2. razina: Neformalna dedukcija takoder zahtjeva vjestinu govora. Ucenici ne
samo da mogu razmisljati o svojstvima nego mogu i uoc¢iti odnose unutar i
izmedu oblika. Ovdje su svojstva logi¢ki poredana, pa se zakljucci o
svojstvima mogu izvoditi jedan iz drugog; jedno svojstvo prethodi ili slijedi
iz drugog svojstva. Sposobni su formulirati smislene definicije te donositi i

pratiti argumente pri neformalnom zakljucivanju.

3. razina: Dedukcija zahtjeva logicke vjestine. Ucenici razmisljaju o vezama
medu svojstvima oblika i razumiju veze izmedu aksioma, definicija, teorema,
korolara i postulata. Razumiju kako da izvedu formalni dokaz i razumiju zasto
je on potreban. Srednjoskolska geometrija zahtjeva razumijevanje geometrija

na razini formalne dedukcije.

4. razina: Strogost zahtjeva moguc¢nost primjene. Ucenici na ovoj razini razmisljaju
u terminima apstraktnog matematickog sistema. Objekt paznje je
aksiomatski sustav, a ne samo dedukcija unutar sustava te se razumiju razlike
i odnosi medu razli¢itim sustavima. Ovo je razina studenata matematike i

samih matematicara.
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Van Hielova teorija je poznata po svojoj hijerarhijskog strukturi. Svaka od pet
razina opisuje proces razmisljanja koji je koristen u geometrijskom smislu. Svaka
razina opisuje nacin razmisljanja i koji tip geometrijskih ideja se koristi. Napredak
po razinama utjec¢e na mijenjanje geometrijskog misljenja o objektu. Razine ne ovise
o dobi ucenika, nego o njihovom iskustvu. Svaka razina se nastavlja na prethodnu
Sto znaci da ucenici prolaskom kroz svaku razinu poboljsavaju svoju razumijevanje.
Kako bi se pomicali s jedne razine na sljedec¢u trebaju imati sto vise iskustva u
kojem su aktivno ukljuceni u istrazivanja i rasprave o opazanjima oblika, svojstva i
veza. Ako je jezik koji se koristi iznad razine u¢enikovog razumijevanja, oni ¢e moci
nauciti sve procedure i zapamtiti ih bez razumijevanja. Iz tog razloga nastavnik
mora shvatiti da ucenici mnoge izraze razumiju na drugaciji na¢in nego on sam te
treba prilagoditi svoj nacin izrazavanja.

Velik broj istrazivanja o uc¢enikovim zakljucivanjima i razumijevanjima u ovom

podruéju podupire Van Hielove razine razmisljanja.

2.2 Kljucni elementi zakljucivanja i razumijevanja u geome-
triji
Kljucni elementi zaklju¢ivanja i razumijevanja smisla nastavnih sadrzaja

geometrije ukljucuju:

o pretpostavke o geometrijskim objektima - analiza pretpostavki te induktivno

zakljuc¢ivanje o odnosima kako bi se donijeli zakljucci;

» oblikovanje i vrednovanje geometrijskih argumenata - razvoj i vrednovanje
deduktivnih argumenata, bili oni formalni ili neformalni, o likovima i njihovim

svojstvima koji pomazu pri boljem razumijevanju geometrijske situacije;

o viSestruki geometrijski pristupi - analiza matematickih situacija koristenjem

sinteze i transformacija koordinatnog sustava;

o geometrijske veze i modeli - primjena geometrijskih ideja u drugim podrucjima

matematike, drugim disciplinama i situacijama iz stvarnog zivota.



16

2.2.1 Pretpostavke o geometrijskim objektima

Stvaranje pretpostavki je temeljna navika zakljuc¢ivanja u matematickom
istrazivanju. Geometrija nudi mnoge moguénosti za razvoj navika zakljuc¢ivanja kroz
mnostvo zanimljivih i ¢esto iznenadujucih vizualnih i mjerljivih geometrijskih veza.
Ucenici mogu stvarati pretpostavke analiziranjem planarnih i specijalnih postavki
ili ispituju¢i mogu li odredene postavke postojati. Pretpostavke pokrecu njihovu
prirodnu znatizZelju ne samo o tome sto se moze dogoditi nego i zasto bi se to
moglo dogoditi traze¢i potvrdu ili negaciju pretpostavke. Proces trazenja i
stvaranja pretpostavki daje u¢enicima moguénost da postanu zadubljeni u
matematiku te da prodube svoje razumijevanje matematickih odnosa i da usavrse
sposobnosti vrednovanja tih odnosa. Stvaranjem pretpostavki o novim situacijama
ucenici uce kako primijeniti matematiku u novim situacijama, a to danas u svijetu
predstavlja trazenu vjestinu.

Sljeded¢i primjer pokazuje kako ucenici donose matematicke pretpostavke vezane
za situaciju iz stvarnog zivota. Osim Sto je rezultat koristan sam po sebi, takav

sadrzaj

« omogucuje prepoznatljivu i zanimljivu situaciju u koju se ucenici mogu udubiti

u svrhu matematicke analize,

« nudi vise prihvatljivih metoda za istrazivanje situacije u svrhu stvaranja

pretpostavki i
o potvrduje ¢injenicu da je matematika svugdje oko nas.

Primjer 2. Uslikaj zgradu

U fotografiranju vodoravni kut gledanja prikazuje prostor koji se promatra kroz
leéu pri éemo leca kamera predstavlja vrh (Slika 3a).

Shelly Zeli uslikati zid zgrade koji se nalazi na ravnoj povrsini i koji je ukrasen
grafitima. Zeli uslikati cijelu Sirinu zgrade bez obzira na to sto nece uslikati i njezinu
visinu. Vodoravna sirina slike je stalna. Koristi kameru s fiksnim kutom gledanja
od 50° 7 Zeli uslikati tu stranu zgrade u razini oka. Pronasla je jedno mjesto koje
odgovara i ono je na slici 3(b) oznaceno sa P. Medutim ona vjeruje kako moze
uslikati zgradu i kada stoji na drugim mjestima. Odredite sve pozicije gdje Shelly
moZe stajati pri tome da su zadovoljeni njezini kriteriji.

Istrazite situaciju, zapisite pretpostavke o mogucim mjestima i ako moZzete,

opravdagjte.
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(a)
Slika 3

Cilj je da na kraju stvorite pretpostavku o punom rasponu moguénosti mjesta
s kojih moZe slikati. Pripremite se da jasno opravdate svoje pretpostavke kao i
istrazivangja koja ste proveli i zakljucke kojima cete objasniti kako ste dosli do tih
pretpostavki.

Za izvodenje sata potreban je program dinamicke geometrije koji sadrzi datoteku
sa slikom 3(a), tiskani primjerak slike i fizicki primjerak kuta koji se ne moze
mijenjati ili se moZe koristiti prava kamera i zid kako bi se olaksalo traZenje mogucih
mjesta.

Nastavnik: Sto mislite s kojih bi lokacija Sally mogla slikati zgradu?

Ucenik 1: Mislim da moZe stajatli u tocki koja se nalazi tocno u sredins.

Nastavnik: Sto mislis pod tim u sredini?

Ucenik 1: Mislim da bih ja stajao u tocki na slici koja je jednako udaljena od tocke
AiB.

Ucenik 2: To znaci da bi ta tocka bila negdje na simetrali duZine AB koja predstavlja
krajeve zgrade jer je simetrala duZine skup tocaka koje su jedno udaljene od tocke A
i B.

Nastavnik: Kako bi nasli tu tocku?

Ucenik 3: Ja bi stavila tocku na simetrali AB i pomicala bi ju gore-dolje dok kut u
potpunosti ne bi odgovarao duzini.

Nastavnik: Dobro, to daje neke detalje o tome kako netko moZe pronaci drugu tocku.
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Ima li netko ideje o drugim mogucim vrhovima?

Ucenik 2: Na temelju mog iskustva s fotoaparatom, mislim da postoji puno mjesta
gdje se moZe stati kako bi se mogla uslikati cijeli zid zgrade.

I drugi ucenici se slazu s ovom pretpostavkom. Jedan ucenik je predlozio kako bt
moguéa mjesta stajanja trebale imati svojstvo simetrije u odnosu na simetralu AB.
Nastavnik: Koristeci program dinamicke geometrije ili fizicku manipulaciju nacrtajte
skup tocaka koji predstavlja gdje bi Sally mogla stajati kako bi uslikala Zeljeni zid
zgrade. Provjerite moZete li iz ovog istrazZivanja do¢i do nekih drugih pretpostavki.
Ucenik 4: Cini se da se sve tocke nalaza na krufnom luku koji ide od tocke A do

tocke B iako fotograf me moze stajati u tim tockama.

‘mZAPB = 50°

Slika 4

Nastavnik dodatno olaksava raspravu tako da glavni zakljucak iskazuje koristeéi se
apstraktnim pojmovima: "Na danoj duzini AB i odredenoj strani pravca AB svaka
tocka P s te strane AB sa svojstvom da £LAPB = 50° lezi na kruznom luku koji
sadrzi A i B.” Ovaj zakljucak nije odmah donesen. Postavljen je niz pitanja kako bi
ucenici mogli doc¢i do ovog zakljucka, a ta pitanja su:

1. Mozemo li naci kruzni luk o kojem govorimo? Odnosno mozZemo li naéi kruznicu
koja sadrzi ovaj kruzni luk?

2. Hocée li svaka tocka na luku osim tocaka A i B predstavljati mjesto gdje Sally
moze stajati?

3. Postoje li tocke koje zadovoljavaju uvijete a da se ne nalaza na tom kruinom
luku?
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2.2.2 Oblikovanje i vrednovanje geometrijskih argumenata

Kao sto smo vidjeli u prethodnom primjeru, donosenje pretpostavki predstavlja
prvi korak u matematickom istrazivanju. Nakon $to donesu pretpostavke, ucenici
ih trebaju opravdati ili pokazati da one ne vrijede. Iako glavna pretpostavka u
prethodnom primjeru nije odmah donesena, provedena aktivnost prirodno vodi do
donosenja nekoliko bitnih geometrijskih rezultata koje proizlaze iz prvog pitanja.

Sljedeci primjer odgovara na prvo pitanje postavljeno na kraju drugog primjera,
a ono glasi "Koja kruznica sadrzi trazeni luk?” Pomoc¢u primjera ostvaruje se
napredak tako da ucenici utvrduju ¢injenicu da u ravnini tri nekolinearne tocke leze
na jedinstvenoj kruznici. On ¢e se dodatno ostvariti kada ucenici dokazu teorem
o sredisnjem i obodnom kutu te zaklju¢e da svaka tocka P na pretpostavljenom
kruznom luka zadovoljava uvjet da je L APB = 50°. Ucenici trebaju dokazati da
niti jedna druga tocka na istoj strani pravca AB ne moze biti vrh tog kuta. U tre¢em
primjeru koristi se navika zakljuc¢ivanja trazenja pomocnog lika, u ovom slucaju to

je pomoc¢ni pravac.

Primjer 3. Tocke kruznice

Ucenici su podjeljeni u grupe i trebaju odluciti kako pronaci kruznicu koji sadrzi
kruzni luk na kojemu se nalaze sve tocke s kojih se moze uslikati zid zgrade. Nakon
kratkog vremena grupe izlaZu svoje istraZivanje.
Grupa 1: Mi mislimo da trebamo pronaéi srediste i polumgjer kruznice.
Grupa 2: Mi mislimo da trebamo pronacéi samo srediste kruznice. Ne trebamo traziti
polumger jer znamo barem jednu tocku koja se na kruznici, bilo to tocka P iz
prethodnog primgjera ili jedna od tocaka A i B koje su dio pretpostavke. MozZemo
koristiti srediste i jednu od ove tri tocke kako bi nacrtali cijelu kruznicu.
Grupa 3: Mi mislimo da srediste treba biti tocka duZine AB koja se nalazi na polovici
izmedu A i B. Polumjer treba biti polovica duljine AB.
Ucenici opet u grupama raspravljaju o ovim i mogucéim novim idejama. Nakon nekog
vremena opet izlaZu svoje zakljucke.
Grupa 4: Testirali smo hoée li poloviste AB biti srediste. KruzZnica nije prolazila kroz
tocku P koja nam je dana pa u ovom slucaju poloviste nije srediste kruznice. Zatim
smo koristili program dinamicke geometrije kako bi nacrtali kruznicu koji prolazi tim
tockama 1 odredili njegovo srediste. Dobili smo poprilicno dobru kruznicu. Nismo
mislili da ¢e ona odgovarati svim tockama zato sto smo th priblizno postavili na

mjesta gdje bi se trebali nalaziti vrhovi kutova od 50°. Sad smo jos vise uvjereni da
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postoji kruznica koja prolazi tockom P koju smo koristili za kut od 50° i kroz tocke
A i B. Nakon toga smo razmisljali o sredistu i slozZili se da srediste mora biti na
jednakoj udaljenosti od A i B zato sto kroz njih prolazi kruznica. Kao i u prethodnom
primjeru, srediste kruinice mora biti na simetrali AB i na njoj se nalazilo srediste
nacrtane kruznice. Onda je netko iz grupe uwocio da isti nacin zakljucivanja vrijedi i
za tocke A i P. Ovo vrijedi zato Sto kruznica prolazi kroz A i P pa njegovo srediste
treba lezati na simetrali AP. Nasem crtezu smo dodali tu simetralu i uocili da se te
dvije simetrale sijeku u jednoj tocki koju smo oznacili s G. To je jedina tocka koja
lezi na obje simetrale, pa je to jedina moguca tocka za srediste kruznice. Iz ovoga
mozemo nacrtati kruznicu tako da odaberemo srediste i jednu tocku izmedu A, P ili
B.

Nastavnik: Nemojte jos crtati kruznice. Pokazali ste da ako postoji kruznica kroz
tocke P, A i B onda srediste mora biti G. Moze li mi neka grupa dokazati da takva
kruznica sigurno postoji - da vam se ovaj put nije samo posrecilo s tockama ili da
je crteZ netocan? Opet radite na tome u grupama.

Nakon nekoliko minuta nova grupa je spremna pokazati svoj dokaz.

Grupa 5: Ako pretpostavimo da imamo tri nekolinearne tocke P, A i B te ako je
G sjeciste simetrala AB i AP pokazat éemo da je G srediste kruinice koje prolazi
kroz P,A i B. Konstruirali smo duzine GP, GA i GB. GP i GA moraju biti
jednakih duljina zato $to se G nalazi na simetrali AP. Isto tako GA i GB moraju

biti jednakih duljina zato Sto se G nalazi na simetrali AB. Kako su obje duzine GP
i GB jednakih duljina kao i GA, sve tri duZine moraju biti jednakih duljina. Ako
nacrtamo kruZnicu sa sredistem G i polumjerom jednakoj duljini GA kruznica e
definitivno prolaziti kroz tocke P, A i B.

Nastavnik je nakon ovog dokaza pitao imaju li ostali kakvih komentara ili kritika na
izlaganje zadnje grupe i oni nisu postojali. On navodi kako ova rasprava nudi tri

rezultata:

1. Tri nekolinearne tocke u ravnini odreduju jedinstven kruznice.

2. (Algoritam konstrukcije kruznice) Srediste kruznice se moze odrediti tako da
pronademo tocke sjecista simetrala od bilo koje dvije stranice trokuta kojemu
su vrhovi nekolinearne tocke.

3. Simetrale duZina triju stranica trokuta sijeku se u jednoj tocki.

Prva dva rezultata proizlaze direktno iz rasprave, a treci je usko povezan. Ucenici

su za zadaéu morali dokazati prvu i trecu izjavu. U nekim slucajevima ovi zadaci
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zahtijevaju organizaciju, generalizaciju © prosirivanje argumenata danih u raspravi.
U drugim slucajevima oni ukljucuju dodavanje detalja. Za drugu izjavu od ucenika
se trazila da napisu algoritam, odnosno da dobro definiraju niz koraka potrebnih za

konstrukciju kruznice kroz tri nekolinearne tocke u ravningi.

Treci primjer se nadovezuje na drugi te ¢e se oni pojaviti u kurikulumu nakon sto
ucenici nauce neka svojstva okomitosti kao sto je svojstvo da tocka lezi na simetrali
duzine ako i samo ako je jednako udaljena od krajnjih tocaka te duzine. Ovi primjeri
¢e se pojaviti prije geometrijskih svojstava kruznice i na kraju ¢e dovesti do teorema
o sredisnjem i obodnom kutu.

Kroz ove primjere moze se jasno vidjeti napredak u razinama zakljuc¢ivanja.
Ucenici su zapoceli istrazivanje na empirijskoj razini te presli na neformalnu razinu
jer predlazu pocetne zakljucke kao na primjer da luk kruznice prolazi kroz krajnje
tocke A i B. Kasnije se rasprava provodi s povec¢anim formalnim zakljuc¢ivanjem, te
dostize vrhunac u zaklju¢cima koji su podrzani dokazima.

Opravdanost rjesenja nije odredena nacinom na koje je ono prezentirano. Dokaz
u dva stupca nije nuzno bolji nego dokaz dan u obliku odlomka. Zapravo, stroga
privrzenost odredenom obliku dokaza moze povecati pozornost na oblik umjesto na
funkciju dokaza. Tako se sprjecava kreativnost pri koristenju razli¢itih navika
zakljucivanja te otezava mogucénost uspjesnog razumijevanja matematickih
posljedica nekih argumenata. Zatim, lakoc¢a stvaranja lanaca zakljucivanja pri
izgradnji matematickih dokaza cesto zahtjeva snalazljivost u odabiru strategija,

intuiciju i dobru procjenu.

2.2.3 VisSestruki geometrijski pristupi

Geometrijskim problemima se moze pristupiti na vise nacina ukljucujudi i
koordinatni pristup iz prvog primjera. On primjenjuje algebarske sadrzaje u
geometriji i obrnuto.

Vrijednost geometrijskih transformacija je prepoznata prije vise od 30 godina,
ali jos uvijek mnogi kurikulumi njima ne pridaju dovoljno pozornosti.

Geometrijske transformacije ukljuc¢uju translaciju, rotaciju, simetriju i
homotetiju. One pruzaju jos jedan koristan pristup pri razumijevanju geometrijskih

veza i odnosa te uzimaju u obzir sukladnost, sli¢nost i simetriju.
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2.2.4 Geometrijske veze i modeli

Veza izmedu geometrije i algebre je vidljiva prilikom koristenja koordinatne
geometrije kako bi se opravdala geometrijska svojstva. Geometrijske ideje povezuju
se s idejama iz drugih podru¢ja matematike. Takve veze prirodno proizlaze i korisne
su u situacijama matematickog modeliranja.

Sljede¢i primjer sadrzi niz zadataka koji uklju¢uju ucenike u proces
modeliranja koji obuhvaca sve elemente koji predstavljaju standarde matematickog
znanja. U njemu se ideje iz geometrije, trigonometrije, algebre, funkcija, brojeva
i mjera koriste kako bi se modelirao problem koji je jednostavan za formulirati i
zapoceti, ali kasnije postaje sve slozeniji. Problem predstavlja situaciju iz stvarnog
zivota: kamion se zaglavio ispod mosta. U prvom i drugom dijelu zadatka ucenici
prikupljaju neke informacije kao sto je nagib mosta te stvaraju matematicki model

tako da pojednostave pretpostavke.

Primjer 4. Most

Matematicar Henry Pollak proucavao je zasto se prikolice traktora cesto zaglave
ispod nekog podvoznjaka kada je ,maksimalni razmak® jasno oznacen znakom koji
ukazuje visinu mosta. Most koji se razmatra je ravan i smjesten u podnozZju ceste
koja se spusta (Slika 5a).

1. U pocetnom zadatku ucenici trebaju skicirati ovu situaciju i navesti
pretpostavke do kojih su dosli. Na slici je jedan par kotaca prikolice podignut
na padajucem dijelu cesta te zbog tog polozZaja je dio prikolice na veéoj visini
nego sto bi bio na ravnoj povrsini. Pravo pitanje je koliko je prikolica visa.
Model koji su ucenici konstruirali najvjerojatnije ima ili posjeduje slicne
karakteristike kao slika 5b). Takav model treba sadriavati duZinu PQ koja
predstavlja opasnu visinu na kojoj prikolica moZe udariti most. On moZe
sadrzavati pojednostavljene pretpostavke (kotaci su prikazani pomoéu krugova
i cesta pomocéu dvije ravne linije, odnosno duzine). Nakon rasprave ucenici
mogu odluciti da u stupnjevima izmjere nagib ceste. U ovom primjeru je nagib
ceste g ogranicen na 7°. Ucenicima moze biti dan model na racunalu kako bi
istrazili promjene u razlicitim dimenzijama prikolice i mjesta koja mogu
utjecati na opasnu visinu PQ. Jedna od varijabli je udaljenost prikolice od
mosta. Druga, suptilnija varijabla je udaljenost izmedu osovina kotaca pri

cemu dio prikolice koji prelazi osovine kotaca ne utjece na visinu te se ona
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moze itgnorirati. Model se mozZe dodatno pojednostaviti tako da se uklone kotaci
prikolice (Slika 5¢).

. U sljedecem zadatku se od ucenika trazilo da ispitaju sto su mogli propustiti
ili pogresno napraviti pri pojednostavijenju problema u prvom dijelu zadatka.
Ovdje su ucenici trebali uociti da uklanjanjem kotaca i spustanjem prikolice
ne smanjuju opasnu visinu za vrijednost jednaku promjeru kotaca. Lijevi,
podignuti kraj skracene prikolice je spusten malo vise nego desni te ovakva
pozicija ima dodatan utjecaj na opasnu visinu. Analiziranje

pojednostaviljenog modela pomaZze da analiziramo pocetnu situacija sa sloZenijim

modelom u kojem prikolica ima kotace.

. Iduée, neka d predstavlja duljinu PQ, w mjeru kuta £ PBH (nagib prikolice),
s duljinu PB (koliko daleko se prikolica nalazi ispod mosta) te g nagib u
stupnjevima. Ucenici trebaju provjeriti kada je opasna visina d najveca s

obzirom na w ili s ili oboje.

Jedna grupa je koristila program dinamicne geometrije kako bi pratila graf
opasne visine d kao funkciju od w kao sto je prikazano na slici 6. Stavili su da
je g = 7°. Oni nisu mogli pronaci simbolicki prikaz ove funkcije i koristili su
nekoliko malih vrijednost za g. Svaki put je opasna visina bila veéa od w = §.
Druga grupa je koristila velike kutove za magib, na primjer 55°, ¢ za takve
kutove zakljucak prve grupe nije vrijedio. Drugi ucenici su prigovorili ovoj
grupi kako tako veliki nagib nije realan i da nije unutar granica modela.

Nakon dodatnog rada, treca grupa je prezentirala teorijske dokaze koji daju

wvid © podrZavaju tvrdnju da se maksimalna vrijednost opasne visine dogada

kada je w =%, pri cemu g ima male vrijednosti koje model dopusta.
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Slika 6

4. U zadnjem zadatku ucenici trebaju izraziti opasnu visinu d koristeci nagib
prikolice w. Dopusteno im je koristenje drugih mjera koji su povezani s
modelom kao Sto je s (udaljenost prikolice ispod mosta prikazana duzinom
PB) te duljina skraéene prikolice koja je prikazana duZinom G B ili neke druge

mjere vezane za ovu situaciju. Ucenici su opet koristili trigonometriju jer se
h

cos w

ona pokazala korisnom te su dobili formulu d = s - tgw + pri cemu je h

originalna visina traktora, odnosno h = |QT)|.

Za zadacu trebaju istraziti kolika prihvatljiva visina prikolice © koja je duljina
prikolice izmedu tocaka G i@ B prihvatljiva. Dodatno, za w = % i |GB| = m trebaju
odrediti vrijednost s. Kako bi to napravili trebaju odrediti vrijednost d.

Ucenici su odredili da je h = 3 metra i m = 12 metara. Trokut PGB je
jednakokracan kada je w = 5. Iz ovoga su dobili da je d iznosi 3.43 metra.

Gledajuci vrijednost 7° kao mali broj moZemo pretpostaviti da nagib ceste nije
bitan. Medutim, ova analiza za ovaj realan primjer pokazuje da za pocetnu visinu
prikolice od 3 metra, da je opasna visina barem 30 centimetara visa. Kao Sto je

Pollak naveo, nagib ceste se ne moze zanemariti.

Geometrija se proteze izvan dvodimenzionalnih i trodimenzionalnih oblika u
Euklidskom prostoru kako bi ukljucila druga specijalna svojstva i vizualizacije.
Sljedeci primjer prikazuje postupak modeliranja u kojem najocitiji geometrijski
model situacije - crtanje kruznica i trazenje njihovih sjecista kojima je srediste lo-
kacija radio stanice - nije najkorisniji. Bolje bi bilo koristiti osnovni

prikaz iz teorije grafova kako bi se zabiljezile bitne informacije u danom problemu.
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Primjer 5. Frekvencije radio postaja

Trebaju se dodijeliti frekvencije sedam novih radio postaja prikazanih na slici
7. QOvakvi zadaci se temelje na nekoliko wvjeta ukljucujuci mogucénost stvaranja
smetnji ako dodijelimo istu frekvenciju postajama koje su preblizu jedna drugoj. U
ovoj pojednostavljenoj situaciji ako su dvije postaje udaljene manje od 322 kilometra
jedna od druge stvaraju smetnje ako se emitiranje vrsi na istoj frekvenciji, a postaje
udaljene vise od 322 kilometra mogu koristiti istu frekvenciju za emitiranje bez da

stvaranju smetnje jedna drugoj.

C

5 E
1 jedinica = 80.5 kilometara

Slika 7

Kako se moze iskoristiti graf pri dodjeljivanju frekvencija tako da se dodjeli
najmanji moguéi broj frekvencije te da miti jedna postaja ne ometa drugu? Sto bi
predstavljao svaki vrh grafa, a sto brid? Koji je najmangi broj potrebnih frekvencija?

Ucenici su radili u grupama. Sve grupe su se sloZila da vrh grafa predstavlja radio
postaju te bi graf imao sedam vrhova. Neke grupe su odlucila napraviti model grafa
u kojemu su dva vrha spojena bridom ako se nalaze unutar 322 kilometra. Druge
grupe su predloZile da se dva vrha spoje bridom ako je njihova udaljenost veéa od
322 kilometra. Nakon dodatne rasprave, odabrao se prvi prijedlog.

Sljedeci je zadatak bio da konstruiraju takav graf. Kako bi to napravili moraju
izracunati udaljenosti izmedu svakog para radio postaja. Za izracun su koristili
formulu udaljenost dvije tocke ili Pitagorin teorem te kalkulator. Owdje je bitna
organizacija zbog brojnih izracuna. Neke grupe su racunale udaljenost pocevsi od
postaje A do ostalih Sest postaja, zatim udaljenost od B pa do ostalih pet postaja i
tako dalje. Odredivanjem potrebnog broja izracuna mozZe pomoci pri odredivanju da
li neka udaljenost nije izracunata.

Grupe su konstruirale grafove slicne grafu na slici 8 i onda su dodjeljivali
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Slika 8

frekvencije vrhovima tako da niti koja dva vrha spojena bridom nemaju istu
frekvenciju. TrazZe metodu koja ce koristiti najmangje frekvencija za ovaj graf. Jedna
grupa je svoje rjesenje objasnila na sljedeci nacin: Pronasli smo da je cetiri najmanji
broj frekvencija koji se moze iskoristiti. Prvo smo gledali skup vrhova od A do
D. Svaki od tih vrhova je spojen bridom sa svim ostalim vrhovima iz toga skupa.
Dakle, ne postoje dva vrha iz tog skupa koji imaju istu frekvenciju i to znaci da ne
mozemo imati manje do Cetiri frekvencije. Nadalje, pretpostavimo da smo vrhu A
dali frekvenciju 1, vrhu B frekvenciju 2, vrhu C' frekvenciju 3 i vrhu D frekvenciju 4.
Zadatak mozZemo dovrsiti tako da frekvenciju 1 damo vrhu G (zato sto G ne ometa
postaju A), 2 dodijelimo F, i 3 dodijelimo E. Ovo dokazuje da ne trebamo koristiti
vise od cetiri frekvencije.

Primjetite da prikaz problema o frekvencijama pomocu grafova olaksava
strukturiranje argumenata da su dovoljne cetiri frekvencije - ¢ak i algoritam
zadavanja frekvencija u ovom primjeru. Pronalazenje ucinkovitih algoritama za
analogne problema najmanjih frekvencija za vece grafove ostaje aktivno podrucje u
sadasnjem matematickom istrazivanju. Sli¢ni algoritmi mogu biti korisni u mnogim

situacijama.

2.3 Cetiri razine slozenosti

Wong i Bukalov su nastavnu jedinicu podijelili na paralelne zadatke kako bi
omogucili ucenicima da istovremeno rjesavaju isti zadatak bez obzira na to sto se
nalaze na razli¢itim razinama razumijevanja te lekcije. Zadatak je podijeljen na

¢etiri dijela prema razinama slozenosti, a ucenici samostalno odabiru svoju razinu
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te imaju slobodu pomicanja medu tim razinama. Oni mogu pratiti svoj napredak te
na taj nacin znaju sto trebaju napraviti kako bi presli na veéu razinu. Nastavni sat
se sastoji od uvodne rasprave u kojoj sudjeluju svi ucenici, samostalnog rada pod
nadzorom nastavnika te zakljucka u kojem sudjeluju svi ucenici. Njihov model je
jednostavan kako bi ga ostali nastavnici, ucenici i roditelji mogli razumjeti.

Podjelom problema na cetiri razine, pitanja na svakoj razini postaju slozenija
nego $to su bila na prethodnoj.

Zadaci s ovih razina se nalaze na jednom radnom listi¢u koji je podijeljen svim
ucenicima kako bi mogli vidjeti pitanja sa svih razina. Uéenici sami odabiru s koje
¢e razine poceti rjesavati zadatke. Slabiji uCenici mogu vjezbati zadatke s nizih
razina kako bi dosli do visih. Neki ucenici mogu odabrati razinu koja zahtjeva bolje
razumijevanje nastavne jedinice nego $to oni posjeduju te se onda vracaju na nizu,
dok neki mogu otkriti da znaju rijesiti zadatke sa zahtjevnijih razina nego sto su
mislili u pocetku. Nastavnici trebaju podupirati uc¢enike da rjesavaju zadatke s visih
razina ako su im zadaci na nizim prelagani i trebaju pruziti pomo¢ onima koji ne
mogu sami odabrati prikladnu razinu

Prva razina je najjednostavnija i sadrzi zadatke koji se mogu rijesiti direktnom
uporabom zadanih podataka, poznatih metoda ili formula. Obicno zadaci s ove
razine ne zahtijevaju od ucenika koristenje preciznog matematickog jezika. Zadatak
koji se moze pojaviti na ovoj razini od ucenika moze traziti da sa slike 9 pronadu

vrijednost x u najjednostavnijem zapisu. Ucenici mogu odmah uociti dvije katete i

B

X

Slika 9

hipotenuzu trokuta te primijeniti Pitagorin poucak a? + b = ¢®. Ime teorema se ne
treba navesti kao i razlog zasto je trokut ABC' pravokutan.

Problem na drugoj razini zahtjeva dodatak korak izvan zadatka s prve razine.
Ovdje zadaci mogu zahtijevati da ucenici nacrtaju i precizno oznace potrebne

elemente kada slika nije zadana. Dodatno se od ucenika moze traziti da algebarski



28

zapisu zadatak koji je iskazan rije¢ima. Uz zadatke na ovoj razini mogu postojati
uputstva o metodi koja se treba koristiti kako bi se on mogao rijesiti. Primjer
zadatka s ove razine je Duljine stranica trokuta su 25,7 i 14. Odredite da li je trokut
pravokutan. Kako bi ucenici rijesili ovaj zadatak trebaju prepoznati da stranica
duljine 25 mora biti hipotenuza ako je trokut pravokutan. U ovom primjeru uputstvo
je bilo da se odredi da li je trokut pravokutan.

Zadaci s trece razine traze od ucenika da samostalno odrede koje su
informacije potrebne za njihovo rjesavanje. Uobicajeno je to nekoliko formula,
teorema ili ¢injenica. Mogu se pojaviti i konstrukcije od vise koraka te zadaci koji
zahtijevaju primjenu nekoliko teorema. Ova razina ne zahtijeva primjenu
deduktivnog razmisljanja za formalan zapis euklidskih dokaza. Od ucenika se moze
traziti da sami odaberu odgovaraju¢u metodu za rjesavanje i da objasne svoje
zakljucke tako da navedu odgovarajuce definicije ili teoreme. Zadak s ove razine je U
jednakokracnom trapezu duljine baza su 14 ¢m i 30 cm. Duljine neparalelnih stranica
su 10 em. Izracunaj visinu trapeza. Ucenici u ovom zadatku trebaju povezati
nekoliko ideja: pravilno crtanje skice i oznacavanje elemenata na njoj, prepoznavanje
da visina dijeli trapez na dva pravokutna trokuta i pravokutnik te na kraju koristenje
Pitagorinog teorema kako bi se izracunala visina.

Cetvrta razina od ucenika trazi da koriste deduktivno razmisljanje kako bi
dokazali matematicke tvrdnje. Ucenici moraju imati vjestine zakljuc¢ivanja koje su
dovoljno dobre za pisanje formalnih dokaza. Zadaci ukljucuju formalne dokaze. U
zadatku na ovoj razini treba se objasniti kako slika 10 moze biti iskoristena za dokaz

Pitagorinog teorema.

Slika 10

Ova metoda nije prikladna za svaku nastavnu jedinicu. Neke teme zahtijevaju

puno izravnih uputa i one bi se tesko ostvarile koriste¢i samo paralelne zadatke.
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Nastavnici trebaju biti oprezni prilikom odabira zadataka. Koli¢ina zadataka treba
biti podjednaka na svim razinama. Postoje razine koje zahtijevaju puno manje
vremena za rjesavanje te ucenici mogu zavrsiti ranije dok ostali moraju jos mnogo
raditi kako bi zavrsili zadatke svoje razine. Nekada se zadaci iz udzbenika mogu

organizirati po razinama.
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3 Zakljucivanje i razumijevanje u algebri
Na skolskoj razini algebra se moze opisati kao:
« manipulacija i tranformacija izraza zapisanih simbolima,
« generalizacija pravaila o brojevima i uzorcima,
» proucavanje struktura i sustava dobivenih iz izracuna i odnosa,
e niz pravila o transformiranju i rjeSavanju jednadzbi,
e ucenje o varijablama, funkcijama i izrazavanju promjena i veza te
o matematicko modeliranje situacija unutar i izvan matematike.

Tradicionalnu sliku algebre ¢ine zadaci pojednostavljivanja algebarskih izraza,
rjeSavanja jednadzbi te ucenja pravila za manipuliranje simbolima. Algebra se u
skolama predavala i ucila kao niz procedura koje nisu povezane s drugim poljima
matematike niti sa stvarnim zivotom ucenika.

Stvaranje veza i primjena novo ste¢enog znanja nije u centru tradicionalne
algebre. Koristeni zadaci iz primjene nisu stvarni kao na primjer zadaci s godinama
i novcima. Uc¢enicima nije dana prilika da iskoriste svoje iskustvo niti im je pruzena
potpora da tumace svoje znanje drugima. Umjesto toga, oni naucene procedure
pamte kao operacije koje se provode nad nizom simbola i rjeSavaju zadatke koji nisu
od nikakvog znacaju u njihovim zivotima. Ucenici se ne ocjenjuju prema
njihovom razumijevanju matematickih sadrzaja i potrebnom zakljuc¢ivanju nego prema
njihovoj sposobnosti da za rjesenje dobiju pravi niz simbola.

Algebarsko zakljucivanje i algebarski prikazi, kao sto su grafovi, tablice i
formule, predstavljaju jedan od najsnaznijih intelektualnih alata. Algebarski
zapis koji danas koristimo predstavlja veliki uspjeh jer nam dopusta kompaktan zapis
slozenih izra¢una i problema. Medutim, upravo ta kompaktnost moze biti zapreka u
razumijevanju. Bez nekog algebarskog zapisa visa matematika ne bi mogla postojati
pa onda ni tehnologija i moderan zivot kakvog znamo. Osnovni zadatak nastavnika
je pomoci ucenicima pri donosenju zakljucaka bez obzira na tu zapreku. Izazov je u
pronalasku nacina kako algebru uc¢initi dostupnom svim ucenicima, pronac¢i nacine
predavanja koji ¢e uciniti atmosferu u razredu pogodnom za ucenje s

razumijevanjem.
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Kljucni elementi zakljuc¢ivanja i razumijevanja algebarskih simbola ukljucuju:

« smislenu uporabu simbola - odabir varijabli te smislena konstrukcija
izraza i jednadzbi, tumacenje oblika izraza i jednadzbi, manipulacija

izrazima kako bi se mogla donijeti zanimljiva tumacenja;

e promisljenu manipulaciju - povezivanje manipulacija sa aritmetickim
pravilima, predvidanje rezultata manipulacija, odabir postupaka ovisno

o smislu;

« argumentirano rjesavanje - vidjeti korake rjesenja kao zakljucke o
jednakosti, tumacenje rjesenja u kontekstu;

e povezivanje algebre s geometrijom - algebarski prikaz geometrijskih
situacija i geometrijski prikaz algebarskih situacija, koristenje veza za
rjeSavanje problema te

« povezivanje izraza i funkcija - koristenje veceg broja algebarskih prikaza

za razumijevanje funkcija; rad s funkcijskim zapisom.

Slijedi detaljan opis klju¢nih elemenata.

3.1 Smislena uporaba simbola

Kako bi ucenici razumjeli algebarske simbole, moraju razumjeti osnovne operacije
i postati tecni u pravilnom zapisivanju. Ucenje znacenja zapisa i simbola se ¢ini
najuspjesnijima kada ucenici znaju Sto se izrazava i kada imaju dovoljno vremena
da postanu tecni u koristenju algebarskog zapisa.

Smislena uporaba simbola ukljucuje pazljivo definiranje znacenja simbola
uvedenih u rjesavanju problema, uklju¢ujuc¢i navodenje jedinica i razlikovanje
varijabla koje se mogu pojaviti u tri razli¢ita slucaja - kao nepoznanice (na primjer:
pronadi vrijednost @ tako da je 3Q) — 4 = 11), kao mjesta koja mogu primiti niz
vrijednosti (na primjer: a + ¢ = ¢+ a za sve a i ¢) i kao parametri funkcije (na
primjer: Koja je posljedica poveéanja m na grafu y = mx + b7)

Dugorocni cilj ucenja algebre je tecnost, odnosno skoro automatska lakoca
manipuliranja algebarskim izrazima koja moze nalikovati na ono Sto se ¢esto zove

nepromisljenom manipulacijom. Ova lakoc¢a najbolje se moze postici ako se prvo uci
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da je bitno dobro obratiti paznju na tumacenje izraza na formalnoj razini i

iskaza vezanih za situacije iz svakodnevnog zivota. Na pocetku naglasak treba biti
na uputstvima pri donosenju i objasnjavanju zakljucaka kod formiranja i
manipuliranja matematickim izrazima. Kako raste udobnost s algebarskim izrazima,
njihovo konstruiranje i tumacenje zahtjeva sve manje napora i na kraju postaje skoro
nesvjesno. Pravi temelj za algebarsku manipulaciju je usredotocenost na znacenje i
strukturu.

Zakljuc¢ivanje temeljeno na algebarskim izrazima ovisi o mogucénosti njihovog
¢itanja na razli¢ite nacine. Na primjer, vidimo 3 — (4 — x)? kao 3 minus kvadratna
veli¢ina i time kao vrijednost manju ili jednaku od 3, kao funkciju 4—x i kao funkciju
od z.

U sljede¢em primjeru ucenici trebaju interpretirati svrhu razli¢itih oblika istog

izraza.

Primjer 6. Bacanje potkove

Visina bacene potkove ovisi o vremenu koje je proteklo od trenutka kada je ona
pustena kao Sto je prikazano na slici 11. Uocite kako je graf parabola, ali ne mora biti
isti kao graf put potkove. Visina (mjerena u metrima) je funkcija vremena (mjerenog

u sekundama) od trenutka pustanja i dana je sljede¢om formulom

3
1— + 18t — 16¢2.
6

Slika 11

Izrazi od a) do d) su ekvivalentni.
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a) 13 + 18t — 16t ¢) (19 — 16¢)(16t + 1)
b) —16(t — ) (¢t + &) d) —16(t — &)* 4+ 10

Koji izraz je najkorisniji za trazZenje maksimalne visine potkova i zasto?

Jedna grupa je izloZila svoje rjesenje. Eliminirali su izraz a) jer su zakljucili da
iz njega mogu odrediti pocetnu visinu i pocetnu brzinu. Izrazi b) i c) su skoro slicni
osim sto je u c) iz faktora izlucen nazivnik i stavljen na pocetku izraza. Jedna osoba
iz te grupe je iskoristila b) kako bi pronasao nultocke }—2 i —%) i poloviste (1%) koje

bi trebalo predstavijati vrijeme kada je postignuta maksimalna visina. Na kraju su
9
16
100
16

sekundi, sto je jednako polovistu dobivenom iz b).

)2 wvijek negativan ili je nula. Iz toga

. o v o . _ g
stopa i da postiZe tu visinu za t = 16

se odlucila za d) zato sto je izraz —16(t —

mozZemo vidjeti da visina nikad ne ide iznad

Ovaj primjer moze izazvati zbunjenost ucenika kod prikaza stvarnog leta nekog
objekta (u ovom slucaju potkove) i grafa koji prikazuje vezu izmedu vremena i
visine. Nastavnici moraju biti osjetljivi na ovaj problem jer se on pojavljuje kod
vecine ucenika. Kako bi ga razjasnili nastavnici mogu postavljati pitanja kao sto je
Sto mislite koliko daleko ce potkova pasti? ili Kako usporediti skale dvije osi?

3.2 Promisljena manipulacija

Promisljena manipulacija uklju¢uje ucenje algebarske manipulacije kao proces
voden razumijevanjem i ciljevima zadatka buduci da osnovna pravila aritmetike daju
obrazlozenje za sve opravdane manipulacije polinomijalnih izraza. Od tih, svojstvo
distribucije, jedino pravilo koje povezuje zbrajanje i mnozenje, je ono na koje se
stalno moramo pozivati kada radimo nesto sto istodobno ukljucuje obje operacije,
ukljucujuci siroki raspon manipulacija: prosirivanje, faktorizaciju,
pojednostavljivanje, svodenje razlomaka na zajednicki nazivnik i druge.

Sedmi primjer prikazuje razliku izmedu nepromisljene i promisljene manipulacije

prilikom mnozenja polinoma. Takoder prikazuje vaznost organiziranja rjesenja.

Primjer 7. Distribucija

Ucenici trebaju prosiriti sljedeca dva izraza:
a) (14 23)(1+z + 2?) b) (1 —z)(1+x+ 2%

Jedan ucenik je za rjesenje prvog zadatka dobio 1 + x* + 23 + 2°. Drugi ucenik

ga je ispravio i rekao da je zaboravio produkte srednjeg clana, x, drugog faktora.
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Svojstvo distributivnosti znaci da moramo pomnoZiti svaki element jednog faktora sa
svakim elementom drugog faktora i onda zbrojiti sve produkte. Tako dobijemo

A+2Y1+ax+2)=1-1+1-2+1-22+2° - 1+2° -2 +2° 2?
=l+z+a’+2°+a' +4°

Dodatno je naveo da ovaj postupak zove “svaki sa svakim” te da voli vizualizirati
korake i zapisati sto je manje moguce. Na primjer, kada on primjeni postupak

7svaki sa svakim” na
1—-2)(l+z+2®)=1+a+2°—ov—a*—2°=1-2°

vidi da kada se drugi i treci izraz pomnozi s 1 suprotni od prvog i drugog izraza

pomnozenih s —x, te na kraju moze zapisati samo preostale izraze.

3.3 Argumentirano rjesavanje

Rjesavanje jednadzbi je ciljno orijentiran proces logickih argumenata. Temeljen
je na op¢im principima jednakosti i procedurama algebarske manipulacije u skladu s
aritmetickim pravilima. Prilikom rjesavanja problema koristenjem jednadzbi treba
obratiti pozornost na sve teze probleme koji se protezu izmedu granica aritmetike
i algebre. Takvi problemi mogu pomoc¢i ucenicima da vide algebru kao smislenu
aktivnost koja prosiruje vjestine rjeSavanja problema u domene kao sto je
aritmetika u kojoj je donosenje zakljucaka postalo sve slozenije i nespretnije. Uc¢enicima
moze pomoci trazenje paralela izmedu algebarskih i aritmetickih metoda kako bi
shvatili da algebra nije nesto posve novo nego jednostavno moéniji alat pri bavljenju
s problemima kojima je teze pristupiti na aritmeticki nacin.

Osmim primjerom je ilustrirano argumentirano rjesavanje jednadzbi. Iako je
jedan ucenik koristio standardni algebarski pristup, a ostali zakljuc¢ivanje temeljeno
na konkretnom kontekstu, koraci u njihovim rjesenjima su u sustini jednaki. Primjeri
ovakvog oblika mogu pomoci uc¢enicima da vide algebru kao konkretno prosirenje

aritmetickog zakljucivanja.
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Primjer 8. TraZenje ravnoteze

Sapun na jednoj strani vage je u ravnotezi s % sapuna jednake tezine i %—kilogmma
na drugoj strani. Koliko teZi sapun? Zadatak rijesi koristeci algebarske jednadzbe i
direktnim aritmetickim zakljucivanjem.
Ucenik 1: Ako je x teZina sapuna u kilogramima, onda jedna strana vage teZi x

kilograma a druga strana tezi %m + % te iz toga vrijedi

T = §x + §
44
Oduzimangjem %x s obje strane dobivamo
1 3
—r = —
4 4
te je x = 3.

Ucenik 2: Lagano je i bez koristenja jednadzbe. Ako je jedan sapun u ravnotezi s %
% sapuna s obje strane. Tada ce na jednoj

strani ostati % sapuna, a na drugoj % kg. Dakle, cetvrtina sapuna tezi % kg. Cijeli

drugog sapuna i % kilograma, uzmimo

sapun cine cetiri cetvrtine pa ¢e to ciniti 3 kg.
Prvi ucenik je uocio da je drugi ucenik napravio istu stvar kao i on samo sto

nije koristio varijablu x.

3.4 Povezivanje algebre s geometrijom

Izmedu algebre i geometrije postoji uzajaman utjecaj: geometrijski prikazi kao
sto su grafovi i likovi mogu baciti svjetlo na algebarske izraze i jednadzbe te
algebarski prikazi se mogu iskoristiti za utvrdivanje geometrijski odnosa.

Model povrsine koristi pravokutnik za mnozenje i dijeljenje cijelih brojeva i za
mnozZenje razlomaka (slika 12). Deveti primjer pokazuje kako se ovaj model moze
prosiriti na geometrijski privlacan nacin kako bi se pomoglo u¢enicima u
razumijevanju popunjavanja kvadrata koji je njima ¢esto tajanstven. Dodatno, ovaj
primjer ilustrira snagu efikasnog prikaza kao bazu za zakljuc¢ivanje i prikazuje kako

otkrivena struktura u ovakvom prikazu moze voditi do opceg rjesenja.



36

<« 30— 7 »

A
600
600 140 20
140
X 90
+ 21
90 21 3 851
\J
(a) mnozenje cijelih brojeva
2 2 4
5 X 3 15

(b) mnoZenje razlomaka

Slika 12: Model povrsine

Primjer 9. Kvadriraj

Ucenici su u ovom primjeru trebali rijesiti jednadZbu x® + 10z = 144 koristeéi
model povrsine.
Nastavnik: Moze li netko vidjeti kako treba misliti o 2® + 10z kao povrsini?
Ucenik 1: 2% je povrsina kvadrata sa stranicama x, a 10z je povrsina pravokutnika
sa stranicama 10 7 x, pa mozZemo spojiti pravokutnik i kvadrat kao na slici 13. Ali
ne vidim kako to pomaze.
Ucenik 2: MoZda ako bi znali kolika je povrsina kvadrata moZemo samo korjenovati
kako bi pronasli x.
Nastavnik: Postoji li nacin kako bi mogli preurediti sliku tako da nalikuje kvadratu?
Ucenik 1: Ako pravokutnik podijelimo u dva pravokutnika Sirine 5, moZemo jedan
staviti sa svake strane kao na slici 14.
Ucenik 2: Ali to nije potpuni kvadrat jer nedostaje jedan kut.
Nastavnik: Kolika je povrsina tog kuta?
Ucenik 2: Mora biti 25 jer se on podudara s rubovima pravokutnika i onda su
njegove stranice duljine 5. Kako je sivo podrucje 144, povrsina velikog kvadrata je
144 4 25 = 169.
Ucenik 1: To znaci da je duljine stranice kvadrata 13 pa iz x + 5 = 13 dobijemo da

jex =8.
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X 10x

Slika 13

Ucenik 2: Ne bi li trebalo postojati jos neko rjesenje s obzirom na to da x + 5
kvadriramo?

- ¥ a5 -

1
2
X 5x
X
'
5% 25
Slika 14

Nastavnik: Pogledajmo malo bolje. Mozete li algebarski zapisati ono sto se napravili?
Ucenik 2: Zapoceli smo s 2> +10x = 144 i onda smo dodali 25 na 144. Mislim da to
onda znaci da smo dodali 25 na obje strane jednadzbe i dobili x® + 10x + 25 = 1609.
Ucenik 1: Kako bi dobili 25, podijelili smo 10 s 2 kako bi dobili 5 i onda to kvadrirali
da dobijemo 25.

Ucenik 2: Da i onda je lijeva strana potpuni kvadrat te smo dobili (x + 5)* = 169.
Ucenik 1: Ovaj algebarski nacin nam daje oba rjesenja zato sto dobijemo x+5 = 13
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ili v+ 5 = —13 te iz toga izracunamo da je x = 8 ili x = =8, ali mislim da nam
model povrsine ne moze dati negativno rjesenje.

Nastavnik: Odlicno uocavanje. Proces dodavanja konstante kvadratnom izrazu kako
bi dobili potpuni kvadrat zove se “svodenje na potpuni kvadrat” U geometrijskoj
interpretaciji samo pronadete konstantu dodavanjem kuta koji nedostaje. MoZete li
vidjeti kako ovaj postupak radi i za druge kvadratne jednadzbe?

Nastavnik moZe nastaviti ovu raspravu koja ée voditi do razvoja kvadratne formule.

3.5 Povezivanja izraza i funkcija

Visestruki prikazi funkcija - simbolicki, graficki, numericki i verbalni - su ¢esto
prisutni. Razliciti, ali ekvivalentni nacini zapisivanja iste funkcije mogu otkriti
razli¢ita svojstva funkcije kao Sto smo vidjeli u Sestom primjeru.

Simbolicki prikaz prelazi u visu razini kada pocnemo koristiti slova za prikaz
funkcija i uvodenje funkcijskog zapisa. Cesto se prijede preko vaznosti ovog
prijelaza. Srednjoskolci imaju teskoc¢a s prosirivanjem osnovnih aritmetickih
operacija na funkcije i s kompozicijama funkcija. Uvodenjem ovih iskustava u
nastavu ucenicima se moze pomoc¢i pri povetanju razumijevanja ovih koncepata i
poboljsanju sposobnosti za stvaranjem veza.

Gradnja tecnosti u radu s algebarskim zapisom koji je utemeljen na zakljucivanju
i razumijevanju, ucenicima ¢e osigurati fleksibilnost pri koristenju algebarskih alata
u razli¢itim situacijama unutar i izvan matematike.

Sljede¢i primjer prikazuje snagu koristenja tehnologije za povezivanje funkcija i

izraza u apstraktnom matematickom kontekstu.

Primjer 10. Funkcije

U nizim razredima ucenici su se susretali sa zadacima u kojima su trebali pronaci
sljedeci element niza poput 3,7,11. Jedno moguce rjesenje je 15, ako pretpostavimo
da je niz generiran vrijednostima f(xr) = 4o — 1 za x = 1,2,3. Medutim jesu li to
sva mogucéa rjeSenja?
Nastavnik: Pronadite niz generiran vrijednostima g(x) = 2% — 62® + 152 — 7 za
r=1,23.
Ucenik: Dobio sam g(1) =3,9(2) =7 i g(2) = 11. To je isti niz: 3,7, 11.
Nastavnik: Koji bi bio iduci ¢lan ako koristite g(x) umgjesto f(x)?
Ucenik: Dobije se g(x) = 21 i to je drugacije od onoga Sto dobijemo kada koristimo

().
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Nastavnik: Mozete li pronaci druge polinome koji generiraju niz 3,7,117
Ucenik: Ja ne kuzim kako ste vi uopce dosli do ovog kuba za g.
Nastavnik: Sto znaci kada kazemo da je g(1) = 37

Ucenik: Znaci da je y jednak 3 kada je x = 1.

o [
o /

4
; A

1 2 3
Slika 15

Nastavnik: Kako onda mogu dvije razlicite funkcije, f i g, imati jednake vrijednosti
zar=1,2,37

Ucenik: Mislim da bi oba njihova grafa trebala imati iste vrijednosti za y. To bi onda
znacilo da se oni moraju sjeci u barem tri tocke. Pricekajte malo dok ih ne nacrtam
da provjerim. (Slika 15.) Da, kada sam ih nacrtao, vidim da graf pravea f(z) sjece
graf g(x) za x = 1,2, 3.

Nastavnik: Mozes li sada skuziti kako graficki pronaci druge polinome?

Ucenik: Moze mogu smisliti nacin kako promijeniti oblik kubnog grafa a da zadrzi
iste tocke sjecista.

Nastavnik: Kako bi to napravio algebarski?

Ucenik: Mogu probati prosiriti razliku izmedu f(x) i g(x) koja je

g(z) — f(z) = 2® — 62% + 11z — 6. Na primjer, mogu to utrostruciti i dodati to na
f(x) i dobiti 4z — 1 + 3(x® — 62% + 11 — 6) = 323 — 1822 + 37z — 19.

Nastavnik: Odlicno. Postoji li nesto posebno kod polinoma x® — 62 + 11x — 6 $to
¢ini da ovo funkcionira?

Ucenik: Koliko ja vidim ne postoji.
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fix) = 4x -1

gx)= x*-6ex2+15¢ x-7
h(x) = g(x) - f(x)

k = 8.00

ix) = fix) +

— —

N +
|

=

=

L

=

.

=

=
\

o] /1

1 2 3

Slika 16

Nastavnik: Probaj to faktorizirati.

Ucenik: Dobio sam x> — 62% + 11z — 6 = (z — 1)(z — 2)(z — 3). Vidim sada.
Kada gledam faktorizirani oblik mogu vidjeti da je razlika izmedu f(z) i g(z) 0 za
r = 1,2,3. Iz toga mogu dobiti puno polinoma koji generiraju isti niz ako f(z)
dodam ovaj pomnozZeni polinom.

Nastavnik: Koji je opci oblik takvog polinoma?

Ucenik: To je 4x — 1 + k(z — 1)(x — 2)(x — 3) gdje je k bilo koji realan broj. Kada
to nacrtam (slika 16), mogu vidjeti da kako se k povecava graf polinoma se udaljava

od pravca.
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Sazetak

Zakljucivanje i razumijevanje smisla proucavanog sadrzaja predstavljaja temelj
matematike. Rekonstrukcijom matematic¢kih programa u skolama poveéava se ucenikov
razvoj u sadrzajnom i proceduralnom znanju koji je potreban uc¢enicima kako bi bili
uspjesni u nastavku ucenja matematike i u svojim zivotima. Zakljucivanje i
razumijevanje matematickih sadrzaja su nerazdvojni u razvoju matematicke
kompetencije te su usko povezani. Zakljucivanje u matematici zahtjeva veéu razinu
razumijevanja. Povezivanje nastavnih jedinica predstavlja najbolju strategiju kojom

ucenici mogu razumiti cilj lekcije.

Geometrija nudi mnoge moguénosti za razvoj navika zakljucivanja kroz razlicite
zanimljive primjere. Kljuéni elementi zakljucivanja i razumijevanja geometrije
obuhvacaju pretpostavke o geometrijskim objektima, oblikovanje i vrednovanje
geometrijskih argumenata, razlicite geometrijske pristupe te geometrijske veze i

modele.

Kljucni elementi zakljucivanja u algebri su smislena uporaba simbola, promisljena
manipulacija, argumentirano rjesavanje zadataka, povezivanje s geometrijom te
povezivanje izraza i funkcija. Dugoroc¢ni cilj u¢enja algebre je lako¢a manipuliranja

algebarskim izrazima.

Kljucne rijeci: zakljuc¢ivanje, razumijevanje, geometrija, algebra
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Summary

Reasoning and sense making of content that a person study represents the
foundation of mathematics. Reconstruction of mathematical programs in schools
increases students development in procedural way that is esential for successfull
extension of the process of learning mathematics. Reasoning and sense making of
mathematical content are inseparable in development of mathematical competence
and are closely related. Reasoning in mathematics demands higher level of
understanding. Connecting lectures represents the best strategy for understanding
the point of lecture.

Geometry offers many opportunities for development of reasoning habits through
different interesting examples. The key elements for reasoning and sense making of
geometry covers conjectures about geometric objects, construction and evaluation
of geometric arguments, multiple geometric approaches and geometric connections
and modeling.

The key elements of reasoning with algebra are meaningful use of symbols,
mindful manipulation, reasoned solving, conecting algebra with geometry and
linking expressions and functions. Long term purpose of studying algebra is

algebraic expression manipulating with easiness.

Keywords: reasoning, sense making, geometry, algebra
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