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Saºetak

Tema ovog zavr²nog rada bila je osnovni teorem aritmetike. U prvom dijelu rada upozna-
jemo se s osnovnim strukturama brojeva koje su nam potrebne za daljnju razradu osnovnog
teorema aritmetike. Tako�er, potreban nam je pojam djeljivosti u skupu cijelih bojeva te
prosti brojevi koje uvodimo neposredno nakon podjele brojeva na prirodne i cijele. Zatim,
uz pomo¢ prostih brojeva navodimo osnovni teorem aritmetike i njegov dokaz. Teorem je
vrlo koristan rezultat u matematici. Primjenjuje se u mnogim podru£jima teorije brojeva.
Veoma je vaºan u raznim primjenama kongruencija, kao i u primjeni metoda za ²ifriranje i
de²ifriranje poruka kojima se bavi znanstvena disciplina kriptogra�ja.

Klju£ne rije£i

Prosti brojevi, faktorizacija, djeljivost



Fundamental theorem of arithmetic

Summary

The theme of this �nal work was the fundamental theorem of arithmetic. In the �rst
part of the paper, we will get acquainted with the basic structure of numbers that we need
to further elaborate the fundamental theorem of arithmetic. Also, we need the notion of
divisibility in the set of whole numbers and the prime numbers that we introduce immediately
after the division of numbers into the natural and the whole. Then, with the help of prime
numbers, we state the fundamental theorem of arithmetic and its proof. The theorem is a
very useful result in mathematics. Applies to many areas of the theory of numbers. It is very
important in various applications of congruence, as well as in the application of methods for
encryption and decryption of messages dealing with scienti�c discipline cryptography.
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i

Uvod

Svestrani matemati£ki genij i jedan od najve¢ih matemati£ara uop¢e, Nijemac Johann
Carl Friedrich Gauss izjavio je kako je �matematika kraljica znanosti, a teorija brojeva kra-
ljica matematike�. Engleski matemati£ar Godfrey Harold Hardy ohrabren tom izjavom, u
svom djelu Isprike jednog matemati£ara objavljenom 1940. godine, istaknuo je kako smatra
da je najljep²a matematika upravo £ista, teorijska matematika, koja je li²ena mogu¢nosti
prakti£ne primjene, u £emu prednja£i upravo teorija brojeva. Teorija brojeva je £e²¢i naziv
za aritmetiku, ²to je grana matematike koja se bavi brojevima (naj£e²¢e prirodnim i cijelim).
Hardy smatra kako se ishodi²te Gaussova stava o£ituje u £injenici da su temeljni pojmovi i
koncepti teorije brojeva mnogo £i²¢i, dublji i elegantniji od istih u drugim granama matema-
tike. Me�u glavne oslonce te teze pripada i pojam djeljivosti koji nas dovodi do osnovnog
teorema aritmetike. Osnovni teorem aritmetike kaºe nam da se svaki prirodan broj moºe
prikazati kao produkt prostih brojeva na jedinstven na£in do na poredak pripadnih prostih
faktora. Iako se osnovni teorem aritmetike ponekad pripisuje Euleru. Po£etkom 19. stolje¢a,
Carl Friedrich Gauss prvi je iznio pravilan i detaljan iskaz i dokaz ovog rezultata. Najbliºe
²to se Euklid pribliºio navedenom rezultatu je propozicija koja glasi:

�Ako je broj izmjeren prostim brojevima, onda ne moºe biti izmjeren niti jednim prostim

brojem izuzev onih kojima je izvorno izmjeren.�

Euklid nije mogao do¢i do op¢enitog iskaza osnovnog teorema aritmetike zbog nemogu¢nosti
da prikaºe produkt u kome broj faktora nije odre�en. �esto je i mi²ljenje kako se tada
jednostavno nije moglo do¢i do rezultata o egzistenciji prikaza prirodnog broja kao produkta
prostih brojeva jer Grci nisu mogli pojmiti egzistenciju ne£ega ²to nije konstruktibilno me-
todama elementarne geometrije. U ovome radu prezentiramo osnovni teorem aritmetike te
opisujemo njegovu primjenu u pojedinim podru£jima matematike.
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1 Brojevi

U suvremenoj matematici brojevi se dijele na prirodne, cijele, racionalne, iracionalne,
realne i kompleksne. U ovom poglavlju malo ¢emo se bolje upoznati sa prirodnim i cijelim
brojevima.

1.1 Prirodni brojevi

U neprestupnoj jednoj godini ima dvanaest mjeseci ili tristo ²ezdeset pet dana. U raz-
rednom odjeljenju ima dvadeset ²est u£enika. Mario je u²tedio sto trideset i pet kuna.
Brojevi 1, 12, 365, 26, 135 koji su se pojavili u tim re£enicama nazivaju se prirodni brojevi.
Njih upotrebljavamo pri prebrojavanju raznovrsnih objekata iz na²e okoline.

Skup svih prirodnih brojeva ozna£avamo s N:

N = {1, 2, 3, . . . , n, n+ 1, . . . }.

On se £esto pro²iruje borjem 0 te ga u tom slu£aju ozna£avamo s N0.

Za dva prirodna broja a i b vrijedi jedna od sljede¢e tri mogu¢nosti:

a) a < b - relacija �biti manji od� (npr. 11 < 13)

b) a = b - relacija �biti jednak� (npr. 18 = 18)

c) a > b - reklacija �biti ve¢i od� (npr. 6 > 5)

Broj 1 je najmanji prirodni broj. Svaki prirodan broj ima svog sljedbenika, tj. broj koji
je za jedan ve¢i od zadanog broja (npr. broj 12 je sljedbenik broja 11).

Svaki prirodan broj manji je od svog sljedbenika.

Napomena 1. Ako je m ∈ N, tada je m+ 1 ∈ N njegov sljedbenik.

Svi prirodni brojevi, osim broja 1, imaju svog prethodnika, tj. broj koji je za jedan manji
od zadanog broja (npr. broj 12 je prethodnik broja 13).

Svaki prirodni broj ve¢i je od svog prethodnika.

Napomena 2. Ako je m ∈ N, tada je m− 1 ∈ N0 njegov prethodnik.

Najve¢i prirodni broj ne postoji, tj. skup prirodnih brojeva je beskona£an.
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1.2 Cijeli brojevi

�esto u skupu prirodnih brojeva ne moºemo izvr²iti operaciju oduzimanja. Naime, ako
su a, b, c ∈ N i a− b = c, pri £emu je a < b, takav prirodan broj c ne postoji.
Zbog toga uvodimo negativne prirodne brojeve te 0, koji zajedno s pozitivnim prirodnim
brojevima £ine skup cijelih brojeva. Ozna£avamo ga sa Z.

Z = {. . . ,−m− 1,−m, . . . ,−2,−1, 0, 1, 2, . . . ,m,m+ 1, . . . }

Na brojevnom pravcu desno od 0 nalaze se pozitivni cijeli brojevi, dok se lijevo od 0 nalaze
negativni cijeli brojevi.

−3 −2 −1 0 1 2 3

Cijeli brojevi koji su simetri£no smje²teni na pravcu u odnosu na nulu me�usobno su suprotni.

Modul cijelog broja (apsolutna vrijednost) je udaljenost cijeloga broja od ishodi²ta na
pravcu. Ona je uvijek pozitivni broj ili 0. Ozna£ava se s |z|.

Primjer 1. |0| = 0, |1| = 1, | − 27| = 27

Cijeli broj a manji je od cijelog broja b ako se na brojevnom pravcu nalazi lijevo od broja
b. Od dva negativna broja manji je onaj koji ima ve¢u apsolutnu vrijednost.

Primjer 2. 13 < 18, 0 < 11, −31 < −11, −5 < 10

Analogno kao i kod prirodnih brojeva, za cijeli broj z de�niramo prethodnika z − 1 i
sljedbenika z + 1.
Tako�er, ne postoji najve¢i niti najmanji cijeli broj, tj. skup cijelih brojeva je beskona£an.
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2 Djeljivost

Pojam djeljivosti jedan je od najjednostavnijih, ali ujedno i najvaºnijih pojmova u teoriji
brojeva. Stoga ¢emo ga malo bolje promotriti.

2.1 Osnovni pojmovi

De�nicija 1. Neka su a, b ∈ Z, a 6= 0. Ako postoji d ∈ Z takav da vrijedi b = a · d,
onda kaºemo da a dijeli b. Oznaka: a | b. Tada se a naziva djelitelj broja b, a b se naziva

vi²ekratnik broja a. Ako a ne dijeli b, pi²emo a - b.

Primjer 3.

a) 6 = 2 · 3, o£ito 2 | 6 i 3 | 6

b) 2 | −10 jer je −10 = 2 · (−5).

Napomena 3.

a) 0 · a = 0⇒ a | 0,∀a ∈ Z

b) 1 · b = b⇒ 1 | b,∀b ∈ Z

c) a ∈ Z i a | 1⇒ a ∈ {−1, 1}.

Propozicija 1 (vidi [5, Propozicija 1.1.1.]).

1) Ako a | b i b 6= 0, onda je |a| ≤ |b|.

2) Ako a | b, onda a dijeli svaki vi²ekratnik od b.

3) Ako a | b i a | c, onda a | (b± c) i a | bc.

Dokaz:

1) Neka a | b i b 6= 0. Iz toga slijedi da postoji d ∈ Z takav da vrijedi b = a · d, d 6= 0.
Tada vrijedi i |b| = |a| · |d|. Jer je |d| ≥ 1 slijedi |a| ≤ |b|.

2) Neka a | b i neka je c vi²ekratnik broja b, tj. c = b · d. Kako a | b postoji d′ ∈ Z takav
da je b = a · d′.
Prema tome je c = b · d = a · (d′ · d), pa po de�niciji a | c.

3) Neka a | b, tj. b = a · d i a | c, tj. c = a · d′, pri £emu su d, d′ ∈ Z.

b± c = ad± ad′ = a(d± d′) ⇒ a | (b± c)

b · c = ad · ad′ = a(add′) ⇒ a | bc

.
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Iz tvrdnje 1) prethodne propozicije moºemo uo£iti da ako a | b i b | a, vrijedi da je a ∈ {−b, b}.

Slijedi nam jedan od osnovnih teorema £itave teorije brojeva:

Teorem 1 (Teorem o dijeljenju s ostatkom, vidi [2, Teorem 1.1.]). Za a ∈ N i b ∈ Z
postoje jedinstveni cijeli brojevi q i r takvi da je

b = aq + r, 0 ≤ r < a.

Dokaz:

• Egzistencija:
Neka je q cijeli broj sa svojstvom

q 6
b

a
< q + 1

0 6
b

a
< 1.

De�niramo cijeli broj r kao r = a
(
b
a
− q
)
= b − aq iz £ega slijedi da je b = aq + r.

Pomnoºimo li dobivenu nejednakost 0 6 b
a
< 1 s a dobivamo da je 0 ≤ r < a.

• Jedinstvenost:
Pretpostavimo suprotno, tj. da postoje cijeli brojevi q1 i r1 takvi da je b = aq1 + r1,
0 ≤ r1 < a.
Imamo da je aq + r = aq1 + r1, tj. a(q − q1) = r1 − r.
Ako je r1 = r, onda je i q1 = q jer je a 6= 0, pa pretpostavimo suprotno. Neka je r1 6= r,
pa je i q1 6= q.
Kako je a(q − q1) = r1 − r, vrijedi i |a(q − q1)| = |r1 − r| ≥ a, ali zbog 0 ≤ r1, r < a

vrijedi da je |r1 − r| < a ²to nas dovodi do kontradikcije iz £ega slijedi jedinstvenost.

Broj r iz teorema o dijeljenju s ostatkom nazivamo ostatak pri dijeljenju broja a brojem
b, dok q nazivamo kvocijent cjelobrojnog dijeljenja.

Neka je bc : R → R funkcija de�nirana s bxc = najve¢i cijeli broj koji nije ve¢i od x,
x ∈ R. Takva funckija zove se �pod od x�. Ponekad se kaºe i �najve¢e cijelo od x� (zanemaruje
se s koje strane ome�ujemo x). Tada se kvocijent cjelobrojnog dijeljenja q moºe zapisati u
obliku q = b b

a
c. Vi²e o cjelobrojnim funkcijama moºe se na¢i u [6] .

Primjer 4.

a) 36 = 5 · 7 + 1 ⇒ q = b36
7
c = 5, r = 1

b) −12 = 5 · (−3) + 3 ⇒ q = b−12
5
c = −3, r = 3
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Korolar 1. Za neki a ∈ N, svaki cijeli broj b moºe se prikazati u jednom od sljede¢ih oblika:

aq, aq + 1, . . . , aq + a− 1.

Dokaz: Dokaz se moºe vidjeti u [3, Representations of Integers].

Primjer 5. b ∈ Z je jednog od oblika 3q, 3q + 1, 3q + 2.

De�nicija 2. Ako a | b i a | c kaºemo da je a zajedni£ki djelitelj brojeva b i c, pri £emu su

a, b, c ∈ Z, a 6= 0. Ukoliko je barem jedan od brojeva b i c razli£it od 0, onda postoji samo

kona£no mnogo zajedni£kih djelitelja od b i c. (Ako su i b i c jednaki nuli, onda oni imaju

beskona£no mnogo djelitelja.) Najve¢i me�u njima zove se najve¢i zajedni£ki djelitelj brojeva

b i c. Njega ozna£avamo s (b, c).

Sli£no se de�nira i najve¢i zajedni£ki djelitelj cijelih brojeva b1, b2, . . . , bn koji nisu svi jednaki

nula. Oznaka: (b1, b2, . . . , bn).

Napomena 4. Broj (b, c) je uvijek prirodan broj. Dadatno jo² vrijedi i

(b, c) = (c, b) = (−b, c).

Primjer 6.

a) (40, 13) = 1

(40, 30) = 10

b) (a, a · b) = |a|

c) (40, 30, 2) = 2

(40, 30, 3) = 1.

De�nicija 3. Ako je najve¢i zajedni£ki djelitelj cijelih brojeva a i b jednak 1 kaºemo da su

a i b relativno prosti. Analogno, za b1, b2, . . . , bn ∈ Z, ako je (b1, b2, . . . , bn) = 1, kaºemo da

su b1, b2, . . . , bn relativno prosti.

Ako je (bi, bj) = 1, i 6= j, i.j ∈ {1, . . . , n} kaºemo da su brojevi b1, b2, . . . , bn u parovima

relativno prosti.

Primjer 7.

a) 40 i 13 su relativno prosti;

b) 40, 30 i 3 nisu u parovima relativno prosti jer je npr. (40, 30) = 10 6= 1, ali jesu

relativno prosti.

2.2 Euklidov algoritam

Najprije promotrimo sljede¢i primjer:

Primjer 8. Odredite (70, 32).
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Rje²enje:

Prema Propoziciji 1, svaki zajedni£ki djelitelj brojeva 70 i 32 dijeli i njihovu razliku.
Prema tome (70, 32) | 70−32 = 38. Dakle, (70, 32) je i zajedni£ki djelitelj brojeva 32 i 38. No,
kako je svaki zajedni£ki djelitelj brojeva 32 i 38 ujedno i djelitelj broja 70, dobivamo jednakost
(70, 32) = (32, 38). Sli£no vidimo da vrijedi i (70, 32) | 70− 2 · 32 = 6. Time se problem sveo
na odre�ivanje broja (32, 6) koji je o£ito jednak 2. Dakle, (70, 32) = (6, 32) = (6, 2) = 2.

Lema 1 (vidi [5, Euklidov algoritam 1.2.]). Ako su a ∈ N i b ∈ Z takvi da postoje jedinstveni

cijeli brojevi q i r takvi da je b = aq + r, 0 ≤ r < a, onda je (a, b) = (a, r).

Dokaz:

Ozna£imo (a, b) = d1, (a, r) = d2. Iz jednakosti r = b− aq i d1 | a i d1 | b slijedi da d1 | r.
Vidimo da d1 dijeli i a i r pa je d1 ≤ d2.
Iz jednakosti b = aq + r i d2 | a i d2 | r slijedi da d2 | b. Vidimo da d2 dijeli i a i b pa je
d2 ≤ d1.
Kako je d1 ≤ d2 i d2 ≤ d1 slijedi da je d1 = d2.

Pretpostavimo da smo uzastopnom primjenom teorema o dijeljenju s ostatkom dobili
sljede¢i niz jednakosti:

b = aq1 + r1, 0 < r1 < a (1)

a = r1q2 + r2, 0 < r2 < r1 (2)

r1 = r2q3 + r3, 0 < r3 < r2 (3)
...

rn−2 = rn−1qn + rn, 0 < rn < rn−1 (n)

rn−1 = rnqn+1 + 0, (n+1)

Kako je a > r1 > r2 > . . . > rn > 0 postupak ¢e zavr²iti u kona£no mnogo koraka. Iz
Leme 1. slijedi da je (a, b) = (a, r1) = (r1, r2) = . . . = (rn−1, rn) = rn, rn > 0, rn | rn−1.
Ujedno rn je posljednji ostatak razli£it od 0 u Euklidovom algoritmu.

Primjer 9. Odredite (53357, 547).

Rje²enje:

53357 = 547 · 97 + 298

547 = 298 · 1 + 249

298 = 249 · 1 + 49

249 = 49 · 5 + 4

49 = 4 · 12 + 1

4 = 1 · 4.
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Odatle je (53357, 547) = 1.

Napomena 5. Primijetimo da iz prve jednakosti Euklidova algoritma moºemo zapisati r1 =

b − q1a. Uvr²tavanjem u idu¢i redak dobivamo r2 = (1 + q1q2)a − q2b. Nastavljaju¢i na isti

na£in moºemo zaklju£iti da postoje cijeli brojevi x i y za koje vrijedi

ax+ by = rn = (a, b).

Taj identitet se naziva Bezoutov identitet.

Dakle, Euklidovim algoritmom moºe se odrediti rje²enje linearne algebarske jednadºbe s
cjelobrojnim koe�cijentima ax + by = (a, b). Op¢enito se takve jednadºbe zovu i linearne
diofantske jednadºbe. Neki algoritmi za rje²avanje razli£itih tipova diofantskih jednadºbi
mogu se vidjeti npr. u [4].

Primjer 10. Rije²imo diofantsku jednadºbu

53357x+ 547y = (53357, 547).

Na prethodno opisani na£in imali bi:

298 = 53357− 547 · 97
249 = 98 · 547− 1 · 53357
49 = 2 · 53357− 195 · 547
4 = 1073 · 547− 11 · 53357
1 = 134 · 53357− 13071 · 547
(53357, 547) = 1.

Time smo dobili da je x = 134 i y = −13071.

Teorem 2 (vidi [1, Korolar 2.2.]). Neka su a, b ∈ Z i m ∈ Z\{0}. Jednadºba ax + by = m

ima cjelobrojno rje²enje ako i samo ako (a, b) | m.

Dokaz:

(=⇒) Pretpostavimo da postoje x, y ∈ Z takvi da je ax + by = m. Kako (a, b) | a i
(a, b) | b slijedi da i (a, b) | m.
(⇐=) Pretpostavimo da (a, b) | m. Tada postoji cijeli broj t takav da je m = (a, b) · t. Iz
Euklidovog algoritma znamo da postoje cijeli brojevi x i y takvi da vrijedi ax+ by = (a, b).
Pomnoºimo li tu jednakost sa t imamo a(xt)+b(yt) = (a, b) ·t = m. Dakle, postoje X, Y ∈ Z
takvi da je aX + bY = m.

Teorem 3 (vidi [5, Teorem 1.2.1.]).



8

1) Najmanji prirodni broj m za koji jednadºba ax+ by = m ima rje²enje je (a, b).

2) Za (a, b) = 1 jednadºba ax+ by = 1 ima cjelobrojno rje²enje. Tako�er, ako ax+ by = 1

ima cjelobrojno rje²enje, tada je (a, b) = 1.

Dokaz: Dokaz se moºe vidjeti u [5].

Primjer 11. Neka je a = 31 i b = 15.

31 · 2 + 15 · (−4) = 2 ⇒ (31, 15) | 2
31 · 1 + 15 · (−2) = 1 ⇒ (31, 15) = 1.

Vidimo da jednadºba 31x + 15y = 1 ima rje²enje x = 1, y = −2, pa teorem implicira da je

(31, 15) = 1.

U sljede¢em teoremu vidjet ¢emo koliki je broj mogu¢ih koraka u Euklidovom algoritmu.
U tu svrhu prisjetimo se:

De�nicija 4. Niz (Fn) zadan po£etnim vrijednostima F0 = 0, F1 = 1, te rekurzivnom

relacijom

Fn+1 = Fn + Fn−1,

za sve n ≥ 1, n ∈ N, naziva se Fibonaccijev niz. Op¢i £lan niza Fn jo² zovemo n-ti Fibonac-

cijev broj. Tako�er, za Fibonaccijeve brojeve vrijedi tzv. Binetova formula:

Fn = 1√
5

[(
1+
√
5

2

)n+1

−
(

1−
√
5

2

)n+1
]
.

Teorem 4 (Lameov teorem, vidi [5, Propozicija 1.2.2.]). Neka su a i b prirodni brojevi

takvi da je b ≥ a. Broj koraka Euklidova algoritma manji je ili jednak od 5 (blog ac+ 1).

Dokaz: Neka su a, b ∈ N i b ≥ a. Najprije pokaºimo da je broj znamenki broja a upravo
blog ac+ 1.
Ozna£imo broj znamenki broja a (u dekadskom zapisu) s n. O£ito vrijedi da je 10n−1 6 a <

10n. Logaritmiranjem toga izraza dobivamo n− 1 6 log a < n, odakle direktno slijedi da je
n = blog ac+ 1.

Pretpostavimo kako smo primjenom Euklidovog algoritma dobili sljede¢i niz jednakosti:

b = qn−1a+ rn−1, 0 < rn−1 < a

a = qn−2rn−1 + rn−2, 0 < rn−2 < rn−1
...

r3 = q1r2 + r1, 0 < r1 < r2

r2 = q0r1.
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Dakle, imamo n koraka u provedbi algoritma te smo, samo za potrebe ovog dokaza, ozna£ili
dobivene ostatke redom s a = rn > rn−1 > . . . > r1. Kako je za svaki i, qi > 1, dobivamo
ri+1 > ri + ri−1. Osim toga, r1 > 1 i r2 > 2. Iz toga dobivamo:

r3 > r2 + r1 > 3

r4 > r3 + r2 > 5

r5 > r4 + r3 > 8.

Moºemo zaklju£iti kako je ri > Fi, gdje je Fi i-ti Fibonaccijev broj. Dakle, a > Fn i broj
znamenki od a je ve¢i ili jednak broju znamenki od Fn. Kako bi ocijenili broj znamenki

Fibonaccijevog broja potrebna nam je prethodna de�nicija, iz koje slijedi Fn >
(

1+
√
5

2

)n−1
.

Odatle je logFn > (n − 1) log
(

1+
√
5

2

)
. Kako je log

(
1+
√
5

2

)
> 1

5
, slijedi logFn > n−1

5
te je

broj znamenki od Fn barem n
5
.

Prema tome, broj koraka algoritma je manji ili jednak od broja znamenki broja a uve¢anog
5 puta, odnosno blog ac+ 1 > n

5
.

2.3 Prosti brojevi

Neka je n ∈ N, n > 1. Ako n nema niti jednog djelitelja d za koji vrijedi 1 < d < n

kaºemo da je n prost broj. U suprotnom je n sloºen broj.
Ako je p prost broj tada on ima to£no dva pozitivna djelitelja, a to su 1 i p. Obrat tako�er
vrijedi.

Primjer 12. Broj 11 je prost, dok je 143 = 11 · 13 sloºen.

Vidimo da su prirodni brojevi podijeljeni u tri klase - broj 1, prosti brojevi i sloºeni
brojevi.

Jedan od mehani£ih postupaka pronalaºenja prostih brojeva manjih od n je tzv. Eratos-
tenovo sito. Ispi²emo sve brojeve od 2 do n. Krenemo od broja 2 te prekriºimo svaki njegov
vi²ekratnik. Zatim kre¢emo od 3 te prekriºimo svaki tre¢i broj s time da brojimo i one ve¢
prekriºene brojeve. Ovaj postupak ponavljamo dok ne do�emo do broja p za koji je p2 > n.
Brojevi koji su ostali neprekriºeni su prosti.

Primjer 13. n = 20

Rje²enje:

2, 3, �4, 5, �6, 7, �8, 9,��10 , 11,��12 , 13,��14 , 15,��16 , 17,��18 , 19,��20

2, 3, 4, 5, �6, 7, 8, �9, 10, 11,��12 , 13, 14,��15 , 16, 17,��18 , 19, 20
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⇒ 2, 3, �4, 5, �6, 7, �8, �9,��10 , 11,��12 , 13,��14 ,��15 ,��16 , 17,��18 , 19,��20

⇒ 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17 i 19 su prosti brojevi.

Propozicija 2 (vidi [2, Djeljivost]). Svaki sloºen prirodan broj n ima prost faktor p ≤
√
n,

p ∈ N.

Dokaz: Neka je n ∈ N i neka je p ∈ N najmanji prost faktor od n. Tada postoji m ∈ N
takav da je n = mp. Kako je p najmanji prost faktor od n vrijedi da je m ≥ p. Mnoºe¢i tu
nejednakost sa p slijedi n = mp ≥ p2. Korjenovanjem dobivene nejednakosti slijedi tvrdnja,
tj. p ≤

√
n.

Napomena 6. Prethodna propozicija moºe se iskoristiti za generiranje tablice prostih bro-

jeva. Npr. ako ºelimo napraviti tablicu prostih brojeva manjih ili jednakih 200, napi²emo

brojeve od 2 do 200 pa prekriºimo sve vi²ekratnike od 2, zatim od 3 i tako dalje. U svakom

koraku prvi neprekriºeni broj je prost te u idu¢em koraku kriºamo njegove vi²ekratnike. U

ovom slu£aju nakon kriºanja vi²ekratnika broja 13 tablica je gotova budu¢i da je 17 prvi prost

broj nakon 13, a vrijedi da je 17 >
√
200 i time smo zavr²ili.

Vaºnost prostih brojeva o£ituje se u £injenici da se svaki prirodan broj ve¢i od 1 moºe
prikazati u obliku produkta potencija prostih brojeva, ²to ¢emo i dokazati. Za to ¢e nam
biti potreban aksiom dobre ure�enosti koji glasi: "Svaki neprazan podskup skupa prirodnih

brojeva ima najmanji element."

Ozna£imo skup svih prirodnih brojeva koji se ne mogu prikazati u obliku produkta pros-
tih brojeva sa S. Neka je a najmanji element toga skupa.
O£ito a nije prost broj jer bi ina£e na trivijalan na£in bio prikazan kao produkt prostih
brojeva. Prema tome, postoje prirodni brojevi b i c, oba ve¢a od 1, takvi da je a = b · c.
Kako su b i c oba manji od a, ne mogu biti elementi skupa S, te se oba mogu napisati kao
produkt prostih brojeva. No, tada se i a moºe zapisati u obliku produkta prostih brojeva,
²to nije mogu¢e. Dakle, skup S je prazan.

Primjer 14. 28 = 7 · 4 = 7 · 2 · 2 = 7 · 22

Jedinstvenost ovakvog rastava prokomentirat ¢emo u sljede¢em podnaslovu.

2.3.1 Osnovni teorem aritmetike

Korolar 2 (vidi [1, Korolar 2.3, Korolar 2.4.]). Neka su a, b ∈ N. Ako je p prost broj takav

da p | ab, onda p | a ili p | b.
Op¢enitije: Neka su ai ∈ N, i ∈ {1, 2, . . . , n}, n ∈ N. Ako p | a1 · . . . · an, onda postoji i takav

da p | ai, i ∈ {1, 2, . . . , n}.
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Dokaz:

Pretpostavimo da p | ab i da p - a. Kako p - a, a i p su relativno prosti pa po Euklidovom
algoritmu postoje x i y takvi da je ax + py = 1. Pomnoºimo li tu jednakost sa b dobivamo
da je abx+ pby = b. Kako p | ab i p | pby slijedi da p | b.
Op¢eniti slu£aj dokazuje se metodom matemati£ke indukcije:

(B): p | ab ⇒ p | a ili p | b ²to znamo iz prvog dijela dokaza.

(P): Pretpostavimo da ako p | a1 · . . . ·an−1, da postoji i takav da p | ai, i ∈ {1, 2, . . . , n−1}.

(K): p | (a1 ·. . .·an−1)an; prema bazi indukcije p | a1 ·. . .·an−1 ili p | an pa prema pretpostavci
slijedi tvrdnja.

Teorem 5 (Osnovni teorem aritmetike, vidi [5, Teorem 1.4.3.]). Svaki n ∈ N, n > 1,

moºe se faktorizirati, tj. prikazati u obliku produkta potencija prostih brojeva. Faktorizacija

je jedinstvena do na poredak prostih faktora.

Dokaz:

• Egzistencija:
Metoda matemati£ke indukcije po prirodnom broju n.

(B): n = 2 - ovo je trivijalni produkt i 2 je prost broj.

(P): Pretpostavimo da se svi k < n mogu faktorizirati.

(K): Pretpostavimo sada broj n:
Ako je n prost broj, onda je to opet trivijalni produkt (1 · n).
Ako je n sloºen broj, onda postoje d i d′ takvi da je 1 < d, d′ < n i n = d · d′.
Sada iz pretpostavke slijedi tvrdnja, tj. n se moºe faktorizirati.

• Jedinstvenost:
Pretpostavimo da postoje prosti brojevi p1, . . . , pk i q1, . . . , ql ne nuºno razli£iti takvi
da je n = p1 · . . . · pk i n = q1 · . . . · ql. Slijedi p1(p2 · . . . · pk) = q1 · . . . · ql.
Kako p1 | q1 · . . . · ql prema Korolaru 2. postoji j ∈ {1, . . . , l} takav da p1 | qj. Slijedi
da su p1 i qj jednaki jer su oba prosti brojevi i p1 | qj.
Permutiranjem faktora q1, . . . , ql moºemo dobiti da je j = 1 pa nakon kra¢enja dobi-
vamo p2 · . . . · pk = q2 · . . . · ql. Sli£nim zaklju£ivanjem dobivamo p2 = q2, . . . , pk = ql i
k = l (da je l > k, ql = 1, a ql je prost broj).
Slijedi da je faktorizacija jedinstvena do na poredak faktora.

Time smo pokazali da svaki prirodan nroj n > 2 moºemo na jedinstven na£in do na
poredak faktora prikazati u obliku n = pα1

1 · pα2
2 · . . . · p

αk
k , gdje je k ∈ N, p1, p2, . . . , pk ∈ N
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razli£iti prosti brojevi te α1, . . . , αk ∈ N.

Prema tome, proste brojeve moºemo smatrati temeljnim gradivnim blokovima pomo¢u
kojih se moºe prikazati svaki prirodan broj.

Osnovni teorem aritmetike koristimo pri dokazivanju mnogih tvrdnji te pri samom de�-
niranju nekih pojmova. Ne²to od toga vidjet ¢emo u nastavku.

2.3.2 Skup prostih brojeva

Sa P ozna£avamo skup svih prostih brojeva. Osnovno svojstvo toga skupa daje nam
idu¢i teorem.

Teorem 6 (Euklid, vidi [2, Teorem 1.12.]). Skup prostih brojeva P je beskona£an.

Dokaz:

Pretpostavimo suprotno, tj. P = {p1, p2, . . . , pk}, k ∈ N. De�nirajmo q = p1 · . . . · pk +1.
Vidimo da je q > pi, i = 1, . . . , k, pa slijedi da q /∈ P , tj. q je sloºen broj. Prema osnovnom
teoremu aritmetike postoji i ∈ {1, . . . , k} takav da pi | q. Kako je q = p1 · . . . · pk + 1 i pi | q
slijedi i da pi | 1 ²to nije mogu¢e.
⇒ Skup P je beskona£an.

Idu¢a propozicija daje nam koristan kriterij djeljivosti:

Propozicija 3 (vidi [5, Skup prostih brojeva 1.4.2.]). Neka su a = pα1
1 · pα2

2 · . . . · p
αk
k i

b = qβ11 ·q
β2
2 · . . . ·q

βl
l prirodni brojevi dani rastavom na proste faktore. Broj a je djeljiv brojem

b ako i samo ako za svaki qj, j ∈ {1, . . . , l} postoji neki i ∈ {1, . . . , k} tako da je qj = pi i

αi > βj.

Primjer 15. 18 = 2 · 32 | 54 = 2 · 33, no 36 = 22 · 32 - 54.

Tako�er, svaki prirodan broj n moºemo zapisati u obliku n =
∏
p∈P

pαp , gdje je αp ∈ N∪{0}

te su svi osim kona£no mnogo brojeva αp jednaki nuli.

Propozicija 4. vidi [2, Napomena 1.1.] Neka je a =
∏
p∈P

pαp i b =
∏
p∈P

pβp. Tada a | b ako i

samo ako je αp 6 βp.

Moºemo zaklju£iti kako se najve¢i zajedni£ki djelitelj moºe lako odrediti ukoliko je poz-
nata njihova faktorizacija, tj. ako je a =

∏
p∈P

pαp i b =
∏
p∈P

pβp vidimo da je

(a, b) =
∏
p∈P

pmin{αp,βp}.
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De�nicija 5. Ukoliko su a i b cijeli brojevi razli£iti od nule, de�niramo njihov najmanji

zajedni£ki vi²ekratnik kao najmanji prirodan broj koji je djeljiv i s a i s b. Ozna£avamo ga

s [a, b]. Analogno se de�nira i najmanji zajedni£ki vi²ekratnik brojeva a1, . . . , an ∈ Z\{0}.
Oznaka: [a1, . . . , an] .

Ako b dijeli a, lako se moºe vidjeti da vrijedi [a, b] = |a|, odnosno ako a dijeli b, onda je
[a, b] = |b| . Tako�er, ukoliko a | m i b | m, tada i [a, b] | m.

Kona£no, ako su a =
∏
p∈P

pαp i b =
∏
p∈P

pβp prirodni brojevi, tada vrijedi [a, b] =
∏
p∈P

pmax{αp,βp}.

Odatle slijedi i (a, b) · [a, b] = ab.

De�nicija 6. Kaºemo da je prirodan broj n potpun kvadrat ako postoji prirodan broj m takav

da je n = m2.

Iz same de�nicije vidimo da niti jedan prost broj ne moºe biti potpun kvadrat. Moºe se lako
vidjeti da je prirodan broj n = pα1

1 · . . . · p
αk
k , n > 2, potpun kvadrat ako i samo ako 2 | αi,

∀i ∈ {1, . . . , k}.

De�nicija 7. Kaºemo da je prirodan broj n kvadratno slobodan ako je 1 najve¢i potpun

kvadrat koji ga dijeli, tj. ukoliko iz m2 | n, m ∈ N, slijedi m = 1.

Vidimo iz de�nicije da je svaki prost broj kvadratno slobodan. Prirodan broj n = pα1
1 ·. . .·p

αk
k ,

n > 2, je kvadratno slobodan ako i samo ako je αi = 1, ∀i ∈ {1, . . . , k}.

Primjer 16.

• 1, 4, 16, 49 su potpuni kvadrati.

• 10 je kvadratno slobodan, dok 12 nije kvadratno slobodan jer 22 | 12.

2.3.3 Broj djelitelja i suma djelitelja prirodnog broja

Neka je n prirodan broj ve¢i ili jednak od 1. Sa δ(n) ozna£avamo sumu svih pozitivnih
djelitelja broja n, dok sa τ(n) ozna£avamo broj svih pozitivnih djelitelja od n.

Primjer 17.

a) τ(1) = 1

δ(1) = 1
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b) Neka je p prost broj. Tada je δ(p) = 1 + p te τ(p) = 2.

Tako�er primjenom svojstava geometrijskog niza, lako se vidi da je δ(pk) = 1+p+p2+

. . .+ pk = 1−pk−1

1−p te τ(pk) = k + 1.

De�nicija 8. Funkcija f : N→ C za koju vrijedi

1) f(1) = 1

2) f(m · n) = f(m) · f(n), (m,n) = 1

naziva se multiplikativna funkcija.

Teorem 7 (vidi [5, Broj djelitelja i suma djelitelja prirodnog broja 1.4.3]). τ i δ su multi-

plikativne funkcije.

Dokaz:

Vidimo da su funkcije τ i δ aritmeti£ke funkcije, tj. τ : N→ N ⊆ C te δ : N→ N ⊆ C.
Pokaºimo prvo da funkcija τ zadovoljava svojstva multiplikativne funkcije.
Znamo da je τ(1) = 1. Neka je sada n = pα1

1 · . . . ·p
αk
k prirodan broj ve¢i od 1. Tada prirodan

broj d = pβ11 · . . . · p
βk
k dijeli n ako i samo ako je 0 6 βj 6 αj za j = 1, . . . , k.

Kako svaki βj moºemo odabrati na αj + 1 na£ina, prema principu produkta slijedi da je
τ(n) = (α1 + 1)(α2 + 1) · . . . · (αk + 1). Neka su sada a i b dva relativno prosta prirodna
broja, a = pα1

1 · . . . · p
αk
k , b = qβ11 · . . . · q

βl
l , takvi da je pi 6= qj, ∀i, j ∈ {1, 2, . . . , k}.

Tada je ab = pα1
1 · . . . ·p

αk
k q

β1
1 · . . . ·q

βl
l te je τ(ab) = (α1+1) · . . . ·(αk+1)(β1+1) · . . . ·(βl+1) =

τ(a) · τ(b).
Time smo pokazali da je τ multiplikativna funkcija.

Isto pokaºimo i za funkciju δ. Znamo da je δ(1) = 1. Neka su a i b dva relativno prosta
broja takvi da su a1, . . . , ak svi pozitivni djelitelji od a, tj. k = τ(a) te b1, . . . , bl svi pozitivni
djelitelji od b, tj. l = τ(b). Iz toga slijedi da je

δ(a) · δ(b) = (a1 + . . .+ ak)(b1 + . . .+ bl) = a1(b1 + . . .+ bl) + . . .+ ak(b1 + . . .+ bl).

Kako je (a, b) = 1, svaki aibj je djelitelj od ab. Pretpostavimo da postoje i, j,m i n takvi da
je aibj = am ·bn. Iz toga vidimo da am | ai i ai | am pa je am = ai. Analognim zaklju£ivanjem
dolazimo do toga da je i bj = bn. Zaklju£ujemo da su svi aibj me�usobno razli£iti djelitelji
od ab te je δ(a) · δ(b) = δ(ab).

Iz dokaza prethodnog teorema slijedi da je

δ(pα1
1 · . . . · p

αk
k ) = δ(pα1

1 ) · . . . · δ(pαk
k ) =

k∏
j=1

1− pαj+1
j

1− pj
.
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Primjer 18. Neka je n = 100. Kako je 100 = 22 · 52, dobivamo τ(100) = (2 + 1)(2 + 1) = 9

te δ(100) = δ(22 · 52) = 1−23
1−2 ·

1−53
1−5 = −7

−1 ·
(−124
−4

)
= 7 · 31 = 217.

2.3.4 Fermatovi i Mersennovi brojevi

Pierre de Fermat je bio francuski pravnik te matemati£ar iz hobija koji se posebno isti£e
svojim rezultatima u teoriji brojeva. Dokaºimo za po£etak bitnu propoziciju.

Propozicija 5 (vidi [2, Primjer 1.9.]). Ako je 2k + 1 prost broj, onda je k = 0 ili k = 2n za

neki n > 0.

Dokaz:

Ako je k = 0 slijedi da je 2k + 1 = 2 ²to je prost broj. Pretpostavimo sada da je
k 6= 0 i da k ima neparan prosti faktor p. Tada je k = p · m, m 6= 1. Sada imamo da je
2pm + 1 = (2m)p + 1p = (2m + 1)

(
(2m)p−1 − (2m)p−2 + . . .+ 1

)
. Kako 2m + 1 dijeli cijelu

desnu stranu jednakosti, mora dijeliti i lijevu, tj. (2m + 1) | 2pm + 1 = 2k + 1 ²to ne moºe
biti jer je 2k + 1 prost broj. Iz toga slijedi da je k oblika 2n.

De�nicija 9. Fermatovi brojevi su brojevi oblika Fn = 22
n
+ 1, n > 0.

Prvih nekoliko Fermatovih brojeva su 3, 5, 17, 257, 65537, 4294967297, 184467440737095516

17, . . . Me�u njima ima i sloºenih i prostih brojeva, a zanimljivo je da su jedini do sada
poznati prosti Fermatovi brojevi F0, F1, F2, F3 i F4. Najve¢i poznat sloºen broj je upravo
Fermatov broj F3329780.

Napomena 7. Fermatovi brojevi zadovoljavaju sljede¢ih nekoliko rekurzivnih relacija:

Fn = (Fn−1 − 1)2 + 1

Fn = Fn−1 + 22n−1F0F1 · · · Fn−2
Fn = F 2

n−1 − 2(Fn−2 − 1)2

Fn = F0F1 · · · Fn−1 + 2.

De�nicija 10. Mersennovi brojevi su brojevi oblika Mn = 2n − 1, n ∈ N.

Ti brojevi su nazvani prema francuskom redovniku i matemati£aru Marinu Mersenneu. Pr-
vih nekoliko Mersennovih brojeva su 1, 3, 7, 15, 31, 63, 127, 255, . . . iz £ega vidimo da su neki
Mersennovi brojevi prosti, a neki sloºeni.

Napomena 8. Ako je n prost broj oblika 4k + 3, k ∈ N takav da je broj q = 2n + 1 prost,

onda q |Mn.
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Propozicija 6 (vidi [5, Propozicija 1.4.8.]). Ako je Mersennov broj Mn prost, onda je i n

prost broj.

Dokaz:

Ako je n sloºen broj moºemo ga zapisati u obliku n = rs, za neke prirodne brojeve r i s
koji su ve¢i od 1. Tada je 2rs − 1 = (2s − 1)(2s(r−1) + 2s(r−2) + . . .+ 2s + 1) te je Mn sloºen
broj jer je djeljiv s 2s − 1.

Deset najve¢ih poznatih prostih brojeva su Mersennovi prosti brojevi. Najve¢i od njih je
274207281 − 1 koji ima 22338618 znamenaka.

De�nicija 11. Za prirodan broj n kaºemo da je savr²en ako je δ(n) = 2n.

Neki od savr²enih brojeva su 6, 28, 498, 8128, . . .

Teorem 8 (vidi [4, Teorem 5.]). Paran broj n je savr²en ako i samo ako se moºe prikazati

u obliku n = 2k−1(2k − 1) gdje je 2k − 1 prost, k ∈ N.

Dokaz:

Neka je n = 2k−1(2k − 1), gdje je 2k − 1 prost. Direktno slijedi

δ(2k−1) = 1 + 2 + 4 + . . .+ 2k−1 = 2k−1+1−1
2−1 = 2k − 1 te δ(2k − 1) = 1 + 2k − 1 = 2k.

Kako su 2k−1 i 2k − 1 relativno prosti, multiplikativnost funkcije δ povla£i

δ(n) = δ(2k−1) · δ(2k − 1) = (2k − 1)2k = 2n,

pa je broj n savr²en.

Obratno, neka je n savr²en. Zapi²imo ga u obliku n = 2k ·m, gdje je k > 0 i m neparan.
Kako je δ(n) = 2n dobivamo

2k+1 ·m = 2n = δ(n) = δ(2k ·m) = δ(2k) · δ(m) = (2k+1 − 1) · δ(m).

Iz prethodnih jednakosti zaklju£ujemo da 2k+1 − 1 dijeli 2k+1 ·m. Kako su 2k+1 i 2k+1 − 1

relativno prosti, 2k+1−1 dijelim. Prema tome, postojim′ ∈ Z takav da jem = (2k+1−1)·m′.
Sada je δ(m) = 2k+1 ·m′ te n = (2k+1 − 1)2k ·m′. Preostaje jo² dokazati da je m′ = 1 i da
je 2k+1 − 1 prost broj.
Ako je m′ 6= 1, slijedi da je δ(m) > 1 +m′ +m. No,

δ(m) = 2k+1 ·m′ = (2k+1 − 1)m′ +m′ = m+m′ < 1 +m+m′.

Prema tome, m′ = 1 te m = 2k+1 − 1. S druge strane, δ(m) = m+m′ = m+ 1 pa je m, tj.
2k+1 − 1 prost broj.

Primjer 19. Broj 6 je savr²en broj.
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Rje²enje:

Znamo da su djelitelji broja 6 su 1, 2, 3 i 6, pa je δ(6) = 1+2+3+6 = 12, ²to je 2 ·6. Prema
de�niciji je 6 savr²en broj.

Primjer 20. Broj 28 je savr²en broj.

Rje²enje:

Po prethodnom Teoremu 8. postoji k ∈ N takav da je 28 = 2k−1(2k− 1) gdje je 2k− 1 prost.
Traºeni broj k je 3.
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